Ueber die 

anziehung 

homogener 

ellipsoide 



Pierre Simon ^ 
Laplace (marqu 
de), Sir James . 



Ankündigung. 



l)ie Klassiker der exakten Wisseuschaftoii umfassen 
ilirem Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie und enthalten Abhandlungen aus 
den Gebieten der Mathematik , Astronomie, Physik, Chemie 
(einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie. 

Die allgemeine Redaktion fuhrt Dr. W. Ostwald^ o. Professor 
au der Universität Leipzig ; die einzelnen Ausgaben werden durch 
hervorragende Vertreter der betreifenden Wissenschaften besorgt. 
Für die Leitung der einzelnen Abtheilungen sind gewonnen worden : 
für Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), für Mathematik Prof. Dr. 
Wangerin (Halle), für Krystallkunde Prof. Dr. Groth (München), 
für Pflanzenphysiülogie Prof. Dr. W. Pfeffer (Leipzig), für Physik 
Prof. Dr. Arth, von Oettingcn (Dorpat). 

Der Preis für den Druckbogen ä IG Seiten ohne etwaige 
textliche Abbildungen ist auf M — .25 festgesetzt. 

• Erschienen sind: 

Nr. 1. H. Helmlioltz, Erhaltung der Kraft. (1847.) (60 S.) 80 

0 2. C. F. Gauss, Lehrsätze in Beziehung auf die in» verkehrten Verhält- 
nisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Ab- 
st03sungskräfte. (1840.) Herausg. von A. Wangerin. (60 S.) 80.^ 

« 3. J. Dalton u. W. H. Wollaston, Abhandlungen zur Atomthcorio. 
(1803—1808). Herausg. v. W. Ostwald. Mit 1 Taf. (30 8.) 50.^. 
I. Öay-Lussac, Jod. (1814.) Herausg. v. VV. Ustwald. (Ö2 S.) 80.^. 

•» 5. C. F. Gauss, Flächentheorie. (1827.) Deutsch herausg. v. A. Wan- 
gerin. (62 S.) 80^. 

» 6. E. H. Weber, Über die Anwendung der Wullenlehre auf die Lehre 
vom Kreislaufe des Blutes etc. (1850.) Herausg. v. M. v. F r e y. Mit 
1 Taf. (46 S.) M l.— . 

" 7. F. W. BesseL Länge d. einfachen Secundeupendels. Herausg. vuu 
U. Br u ns. Mit 2 Taf. (171 S.) M 3.—. 

« 8. A. Avogadro u. Ampere, Abhandlungen zur Molekulartheoric. 
(1811 u. 1814.) Mit 3 Taf. Herausg. v. W. Ost wald. (OOS. 
M 1.20. 

» 9. H. Hess, Thermochemlsche Untersuchungen. (1839 — 1842.) Herausg. 
V.W. Ostwald. (102S.) url.60. 

10. F. Neumann, D. mathcm. Gesetze d. inducirten elektrischen Ströme, 
(184Ö.) Herausg. v. C. Neumann. (96 S.) Ji 1.50. 

11. Galileo Galilei, Unterredungen u. mathematische Demonstrationen 
über zwei neue Wissenszweige etc. (1638.) 1. Tag mit 13 u. 
2. T»g mit 26 Fig. im Text. Aus d. Italien, übers, u. herausg. v. 
A. v. Oüttlngen. (112 S.) ^3.—. 




STVCIll'RTieo 

. EW Y 0 R K 



lieber die 



MZIEHÜNG HOMOGENER ELLIPSOIDE. 



Abhandlungen 



Ton 



^APLACE (1782), IVOßY (1809), GAUSS (ISlä), 
CHASIE8 (1838) und DIRIGHLeT(1839). 



Herausgegeben 



A. Wangerill, 



LEIPZIG 
VERLAG VON WILHELM ENGELMANN 

1890. 



Digitized by Google 



• 1 



Digrtized by Google I 



üebep die Anziehung homogener Ellipsoide 

(Des attraotions des sph^roldes homogenes tenmn^ par 

des surfacas du second ordre) 



von 



P. S. Laplace. 

M^eaniqne Celeste T. II. Livre III. Chap. 1 (p. 3—22). 



[Z] 1 . Wir wollen die Anziekung von homogenen Sphä^ 
roiden ermitteln, die von Flftchen zweiter Ordnung begrenzt 

werden. 

Es seien Xj z die drei rechtwinkligen Coordinaten eines 
Theilchens des Sphäroids. Bezeichnet man die Masse dieses 
Theilchens mit «^if nnd setzt die Dichtigkeit des Sphäroids, das 
wir als homogen annehmen, gleich eins, so wird 

dM=^dxdydz, 

Es mögen ferner ndt a, b, c die rechtwinkligen Ooordinaten des 
von dem Sphftroid angezogenen Punktes bezeichnet werden, mit 
A, By C dagegen die den Axen x, y, z parallelen und nach dem 
Coordinatenanfangspunkte hingerichteten Compoiienten der An- 
ziehung dos Sphäroids. Wie mau leicht findet, iat dann 

^ rp/* ja — x) dat dy dz 

ß _ rrr (5 — dx dy dz ^ 



{c — z) dx dy dz 



[[a-x)'^ + [h-^y]'^ + [c-z)i^ 
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und Evar sind die dreifachen Integrale Uber die ganze Masse des 
Sphftroids zn erstrecken. Die Ansftthrong der Integration ist 
in der vorliegenden Form sehr sehwierig; doch kann man die 
Behwierigkeit durch eine geeignete Umformnng der [4] zn inte- 
grirenden Differentialansdrllcke beseitigen. Das allgemeine Prin- 
cip fftr derartige Umformungen ist folgendes. 

Wir wollen das Differential Pdxdydz betrachten, In dem 
P eine beliebige Function yon y, z ist. Wir kdnnen dann zu- 
nächst X als Function der Yariabeln y and z sowie einer neuen 
Yerinderlichen p ansehen, und zwar sei :r = f/) (y , p) . Sieht 
man nun y und z als eonstant an, so wird 

dx = ßdp 

werdeui wobei ß eine Function von z und p ist. Das gegebene 
Differential wird somit 

ßPdpdy dz , 

und zur Ausführung der Integration muss man in P an Stelle 
von X seinen Werth (p[y, z,p] setzen. 

In dem so erhaltenen Differential können wir in gleicher 
Weise y durch eine neue Variable q ausdrflcken, indem wir 
y = (f ^ [z, q) Setzen , falls (pi eine Function von Zy p, q ist. 
Betrachtet man nun z und p als constant, so werde 

dy = ß^dq, 

wobei ßi eine Function von z^ pj q ist. Das betrachtete Diffe* 
rential nimmt also die neue Form 

ßßlPdpdqdz 

an; und zur Ausführung der Integration muss man in ßPff!it y 
seinen Werth q>i(ZfP, q) setzen. 

Endlich kann man z = g>2 [p, q^ r) setzen, falls r eine neue 
Variable und q>2 eine Function von pj q und r ist Sieht man 
p und q als constant an, so wird 

dz^ß^dr^ 

wobei ßi eine Function von p^ r ist. Das obige Differential 

wird daher 

ßß^ß-J'dpd(idr, 

und zur AuBfthrung der Integration muss man in ßß^ P ^i^W^ 
von z seinen Werth Wi(pi q^ r) einsetzen. Das gegebene Diffe- 
rential ist damit in ein anderes umgeformt, das die drei neuen 
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Veränderliclien p, r enthalt, welche mit den nrsprtoglichen 
durch die Gleichungen 

verbunden sind. Es bandelt sich nur noch darum, aus diesen 
Gleichungen die Werthe von ßj , ßi abzuleiten. 

Zu dem Zwecke beachten wir, dass mittels jener Gleichun- 
gen X, z sich durch q und r ausdrücken lassen. Wir wol- 
len daher die ersten drei Veränderlichen als Fuuctionen der 
letzteren drei ansehen, ß^ i^l- <ier Coeffieient von dr in dem 
Differential von falls dasselbe für constantc Werthe von p und 
q gebildet wird; somit ist 

ßx ist der Coeffieient von d<i in dem Diflferential von y, falls das- 
selbe für [5] constante Werthe von /> und z gebildet uird. Man 
erhält daher ß^ , wenn man y wnXw der Voraussetzung eines 
Constanten p diöerentiirt und aus dem so erhaltenen Ausdruck 
dr mittels der Bedintruni:; eliminirt, dass das für constante /> ge- 
bildete Dillerential von c gleich Null wird. Dadurch erhält man 
die beiden Gleichungen 

{) = — dg + — dr , 
hz hz 



aus denen 



und daher 



hyhz hyhz 
hg dr hr^q 



folgt. Endlich ist ß der Coeffieient 7on dp in dem Differential 
Ton Zf falls in demselben y und z als constant angesehen wer- 
den. Das giebt die folgenden drei Gleichungen: 
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Setot man 



[6] so wird 



hx hz hy hz 

' öjyö^ör hr hq 

Jl£byd£ ^^^^ 

}iq hr hp hq hp hr 

ö.r ö?/ ÖS hx hy hz 
br hp br bq hp 



dx = 



edp 



hy bz by bz 
bq br ■ br bq 



woraus 



by bz by bz 
bq br br bq 

folgt) 80 dass solüiesBlich 

wird. Damit ist das Differential Pdxdydz in ePdpdqdr 
umgeformt; und das in dem letzteren Ansdmek vorkommende 
P entsteht aus dem in dem erstoren enthaltenen, wenn man darin 
für X, y, z ihre Wei the iu q, r setzt. Es bleibt jetzt nur noch 
übrig:, die Variabeln qy r so zu wäliloii, dass die Ausführung 
der Integrationoii iiiü^iich wird. 

Wir wollen an Stelle der Coordlnaten .r, z als Variable 
einführen den Radius, der von dem angezogenen Punkte nach 
einem Massentheilchen gezogen ist, und die AVinkel, welche die- 
ser Radius mit gegebenen Geraden oder Kbenen bildet. Es sei 
r jener Radius, p der Winkel, welchen derselbe mit einer durch 
den angezogenen Punkt parallel zur :r-Axo gezogenen Geraden 
cinschliesst; endlich sei q der Winkel, welchen die Projection 
des Radius aul die y z-lilth&SLQ mit der y-Axe bildet. Dann ist 
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Parauä ergicbt äich 

€ = — r'^ Bin p j 

Das Differential dxdydz wird daher ia — ainpdpdqdr 
umgeformt. Dieser Ausdruck stellt nun die Masse dM eines 
TheilchoBS dar; die letztere muss positiv sein, man nmss daher, 
wenn man sin p^ dpy dq, dr als positiv ansieht, das Vorzeichen 
des AnsdntekeB, damit also das Vorzeichen von e ändern, d. h. 
man mnss c = sin p setzen. Die Ansdrftoke für By C wer- 
den dann 

A = jJJ^^ ^2 p Gosp , 

B = ßj^^^ ^P 9. > 

C = fJJ*^^ dp dq ^u'^p aia q . 

Man kann übrigens zu diesen Ausdrücken leicht noch auf 
anderem Wege gelangeni wenn man bedenkt, dass das [7] Mas- 
sentheilchen dM angesehen werden kann als exa rechtwinkliges 
Parallelepipedon^ dessen drei Kanten dr, rdp und rdq sin p 
sind, und wenn man femer beachtet, dass die den Azen se^ 9 
parallelen Anziehungseomponenten des Theilehens 

dM dM . dM . . 

^cosi?, ^sini?cos^, sin/» sin y 

öind. 

Die dreifaclu Ti Integrale in den Ausdrüclcen fflr B, Ö 
sind über die o-anze Masse des Rpliäroids auszudebiien. Die In- 
tegrationen nach r sind leicht auszufiilir* :i : dieselben geben aber 
ein verschiedenes Resultat, Je nachdem der angezogene Punkt 
innerhalb oder ausserhalb des Sphäroids liegt. Im ersteren Falle 
wird jede Gerade, welche, durch den angezogenen Punkt gehend, 
das Bphäroid durchkreuzt , durch jenen Punkt in zwei Theile 
getheilt. Kennt man diese Theile r und r', so wird 

A = jj{r + r')dpdq sin p cOBp , 
B = 'r + dp dq sin 2j> cos q , 
C = JJ[r + r') dp dq sin *^p sin q \ 
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dabei sind sämmtliche Integrale von p und q gleich Null bis p 
und q gleich zwei rechten Winkeln zu nehaicn, 

Im zweiten Falle sei /' die Länge des Kadius beim iiiintritt 
in das Öphäroid, r' die bei seinem Austritt. Dann ist 

A — jj* y — r) dp dq sin p co^p j 
B = JJ y — r) dp dq sin 2jp cos q , 

O = jfjT [r' — r) dpdq coa^/i sin q ; 

und Mer siad diQ Giemsen der Integrale naeh und q so zn be- 
stimmen, daas an denaelben r =s 0 wird; die Grenzen wer- 
den also dareh die Punkte gebildet, in denen der Badina r die 
Oberfläche des Sphäroids bertthrt. 

2. Wir wollen diese Resultate anf Sphftroide anwenden, die 
von Flächen zweiter Ordnung begrenzt werden. Die allgemeine 
Gleichung derartiger Flächen, bezogen auf drei rechtwinklige 
Axen Xf z, ist • 

4- Mxz + Nyz + Oz'^ . 

Eine Aenderung des Anfangspunktes der Ooordinaten fuhrt in 
diese Gleichung drei willklirliche Grössen ein , da die Lage des 
neuen Anfangspunktes in Bez^g auf den ursprünglichen von drei 
willkUrlichen Ooordinaten abhängt. Eine Aenderung der Lage 
der Ooordinatenaxen mit Beibehaltung des AnfangnpuiJLtes bringt 
drei willkttrliche Winkel mit sich. Aendert man daher in der 
obigen Gleichung gleichzeitig die Lage des Anfangspunktes und 
die [8] Richtungen der Axen, so erhält man eine neue Glinchung 
zweiten Grades, deren Ooefficienten Functionen TOn den ur^ 
sprflnglichen Ooefficienten und von sechs willkfirlichen Grössen 
sind. Wenn man dann die Ooefficienten der ersten Potenzen 
sowie die der Producte je zweier Ooordinaten gleich Null setzt, 
80 weiden dadurch die bis dahin willkürlichen Grössen bestimmt, 
und die allgemeine Gleichung der Flächen zweiter Ordnung 
nimmt die sehr eiiifuche Foriii au 

Diese Form wollen wir der weiteten Betrachtung zu Grunde 

legen. 

Ferner wollen wir die Untersuchung auf Körper beschränken, 
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die Yon endUchen Flächen zweiter Ordnung begrenzt werden; 
wir haben daher m nnd n als positiv anzusehen. Der anziehende 
Körper ist in diesem Falle ein EUipsoid, dessen drei Halbazen 
die Werthe von z sind, die man erhält» wenn inan in der 
vorstehenden Gleichung zwei jener Grössen gleich Nnll setzt. 

k h 

Es sind also —j— r -— die drei zu den Axen Xy resp. ^, resp. z 

yni yn 4 

parallelen Halbaxen. Die Masse des Ellipsoids ist — , wenn 

3 

7t j wie üblicli, das Verhältuiss des halben Kreisumfangs zum 
Badius bezeichnet. 

Ersetzt man nunmehr in der obigen Gleichung y, z durch 
ihre Werthe in q, die in ^o. 1 angegeben sind, so erliäit 
man 

r2[cos''^j» + sin'-jt> cos + »in 'p «in ^y] 
— 2 r [a Gos p mb sin jt? cos q -i- nc aiap ainq] 
= A;2 — ^2 — mb'^ ^ nc^\ 

setzt man daher 

J = a cos/? + mb sinp cos q -\- nc sin y> öin q , 
Z, = cos -\- m sin cos '^q-\- n sin '^p sin , 

so wird 

Hieraas ergiebt sich wenn man der Wurzel das Zeichen +, 
und wenn man derselben das Zeichen — beilegt; es ist daher 

r + T'^-j-, r'-r 

[9] woraus sich für innere l*unkte des Sphäroids ergiebt ; 

^J J^^ sin jp cos ^ 

^ 2jfJ ^^^ J sin ^^p cos q 

^JJ dpdqJ&m ^p Binq ^ 

für äussere dagegen 
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dp dq sin p cos /).] 11 



L 




dp dq &m^p cos q, VM 




dp dq sin sin q-Vlt . 



L 



die drei letzten Integrale sind zwischen solclien Grenzen zu 
nehmen, die -ß = 0 entsprechen. 

3. Da die auf innere Punkte bezüglichen Ausdrücke am ein- 
fachsten sind, wollen wir dieselben zuerst betrachten. Wir sehen 
zunächst, dass die Halbaxe /c des Sphäroids in den Ausdrücken 
/ und L nicht vorkommt. Die Werthe von A, C sind in 
Folge dessen von k unabhängig. Daraus folgt, dass man die 
Schichten des Sphäroids , welche den angezogenen Punkt um- 
schliessen , beliebig vermehren kann , ohne die Anziehung des 
Sphäroids auf diesen Punkt zu ändern, falls nur die Werthe von 
m und n ungeändert bleiben. Wir haben somit folgenden Satz : 

Ein Punkt im Innern einer ellipsoidischen Schale, 
deren äussere und innere Oberfläche ähnlich und 
ähnlich liegend sind, wird nach allen Seiten gleich 
stark angezogen. 

Dieser Satz ist eine Erweiterung eines bekannten iBatzes Uber 
die Anziehung einer Engelschale. 

Wir wenden nns nun dem Ansdmck für A zu. Setzen wir 
in demselben fflr / nnd L ihre Werthe, so wird 

^ ™ ) ff^P ^ P ^^^P ^^^P ^ ^^P cos g' -f- »c sin^ sin q) 

[10^ Die Integrationen in Bezug uni p und y sind von p und q 
gleich Null bis zu p und q gleich zwei Rechten zu erstrecken ; 
es wird aber, wie unmittelbar einleuchtend ist, allgemein 



falls P eine rationale Function von sin p und co^ -p ist ; denn 
für zwei Werthe von^i, deren einer um ebensoviel über einem 
Kechten liegt, wie der andere unter einem Rechten, sind die ent- 
sprechenden Werthe von P cos p gleich und von entgegenge- 
setztem Vorzeichen. Daher erhält man 
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dp dq sin/> cos 2^ 



==2aff — ^ 



iiUcgiirt man nach (j von 0 bis ^ gleich zwei Rechten , so 
findet man 

^ 2a7t r rf/>ainj>ooa^p 

und dies Integral ist von eoBp= 1 bis co8p = — 1 zu nehmen. 
Hierin setzen wir 

eoBp = x 

und bezeichnen mit M die ganze Masse des 8phäroid8. Nach 
No. 2 ist 

Ja = — 7=> *^80 -7= = -^, 
3 Kl»» Vmn ^ 

und daher wird 

x^dx 



wobei das Integral zwiaehen den Grenzen x=0 nnd = 1 zn 
nehmen ist. 

Auf gleiche Weise könnte man dnreh Ansf&hmng je einer 
Integration die Ausdrücke für B und C auf einfache Integrale 
zurückführen ; doch ist es leichter, diese Integrale aus dem vor- 
hergehenden Ausdruck für A abzuleiten. Zu dem Ende beachte 
man, dass dieser Ausdruck als eine Function von a und den 

Quadraten k\ — nnd — der den Coordinaien a, h, c des anse- 

zogenen Punktes parallelen Halbaxcn des Spharoids angesehen 
werden kann. Bezeichnet man daher mit das Quadrat der zu 

h parallelen Halbaxe, mithin mit ki'^m und ^i^— die Quadrate 

n 

der beiden anderen Halbaxen, so ist ^ die gleiche Function von 

771 

und k^ — . Um B zu erhalten, muss man daher 
» k i 

[II] in dem Ausdruck für A amh<, hm » -7= , 7nm^i 

n in umändern. Daraus ergiebt sich 
m 
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Setzt man 

so wird 

J5 = 



t 

X = 



_3^r 

\ m 



und die Integration nach t ist, ebenso wie die nach von ^ =: 0 
bis ^ = 1 zu erstrecken, da fär = 0 auch ^ 0, für o? =s 1 
dagegen ^ = 1 wird. 
Setzt man noch 

1 — *» 1 — « , „ ^ r x^dx 



n J] 



so folgt ans dem Obigen, dass 

wird. Yertanscbt man in diesem Ansdniek b mit c und k mit 
Xi y so erhält man den Werth von (7. Die den Axen des Sphft- 
roids parallelen Anziehnngscompononten desselben werden somit 
durch folgende Formeln bestimmt : 

£a bleibt noch zu bemerken, dass die Ausdrucke, da sie für 
alle inneren Punkte gelten und daher auch ftlr Punkte, die der 
Oberfläche unendlich nahe liegen, fftr Paukte der Oberfläche 
selbst gtUtig bleiben. 

Die Bestimmung der Anziehungscomponenten des Sphäroids 
hängt somit nur von dem Werthe von F ab. Derselbe ist zwar 
ein [12] bestimmtes Integral, seine Bereohnnng aber ist ebenso 
schwierig wie die des entsprechenden anbestimmten Inte- 
grals, so lange X nnd beliebig sind. Denn bezeichnet man 
das von ^ = 0 bis =s 1 erstreckte bestimmte Integral mit 
(p (A^, Ix^] , so ist, wie man leicht sieht, das unbestimmte Integral 
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T^(p['K^x'^, l(^x^]y so dass mit dem ersteren auch das letztere 
bosiimmt ist. Das imbesliiuinte Integral aber ist in endlicher 
Form nur ausiühibar, wenn eine der Grössen A und ver- 
schwindet oder wenn beide gleicli sind. In beiden Fällen ist 
das 8ph<iroid ein Rotationsellipsoid, und, wenn / und Ä, gleich 
sind, ist k die halbe Kotationsaxe desselbeo. In diesem Falle ist 

/• x^dx 1 

Um daraus die partiellen Ableitangen und i^^i^E) 2a bil- 

0/, oKx 

den , die in den Ausdrücken ftir B und C auftreten » beachte 
man, dass 

X X\ hX^ \X Xi I 

dasa ferner für X = Xi auch 

. b{XF] ^ h{X^F) dl^dXi 
hX X Xi 

wird, mithin 

^P-dX = -^XdF+FdX=^^diX'^F] . 
Sub&tituirt man hierin für F seinen Werth, so wird 

Für Rotationsellipsoide, deren halbe Rotationsaxe ^ k ist, wird 
daher 



ZeMi , ^ X \ 



6'= 

[18] 4. Wir wollen nunmehr die Anziehung der Sphäroide 
auf einen äusseren Punkt betrachten. Biese Untersuchung bietet 
grössere Schwierigkeiten dar als die yorige , weil in den Diffe* 

rentialausdrücken die Wurzel Y Ii auftritt, was die Ausführung 
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der Inte^rutionen unmöglich macht. Man kann dieselben dnrch 
geeignete Einfiilirung von neuen Integrationsvariabein ausführ- 
bar machen. Statt dessen liabe icli indessen folgende Methode 
benutzt, die nur auf der DiÜ'ercntiatiou eines Integraiö nach 
einem Parameter bernht. 

Bezeichnet man mit V die Summe aller Massenthoilclien des 
Sphäroids, jedes dividirt durch seine Entfernung vom angezoge- 
nen Punkte, sind ferner x,y, z die Coordinaten des Massentheil- 
chcns d3f des Sphäroids, a, c die Coordinaten des angezoge- 
nen TunkteSj so ist 



JVla — 



dM 



V(a — :r)2 + (ft_y)2+(c — 

Nennt man weiter, wie oben, die den Axen der y, z paralle- 
len und nach ilxrem Anfangspunkte hingerichteten Anziehungs- 
componenteu B, Cy so ist 

[a^x]dM hV 



Ebenso ist 

Hieraus folgt, dass, wenn man l ' kf^nnt, man daraus durch blosse 
Differentiation die Anziehung des 8pliäruids parallel irgend einer 
Geraden finden kann, indem man diese Gerade als ein«* der recht- 
winkligen Coordinaten des angezogenen Punktes betrachtet. 

Entwickelt man den vorstehenden Ausdruck fttr V in eine 
Keihe, so wird derselbe 

r X 2ax+2by+2cz — — y^—z^ 

dM 2 a^^f^i^c'^ 



Diese Reihe ist steigend in Bezug auf die Dimensionen des SphH- 
roids und fallend in Bezug auf dio Coordinaten des angezogenen 
Punktes. [14' nerficksichtigt mau nur das erste Glied derselben, 
was hinreicht, wenn der angezogene Paukt sehr weit entfernt 
ist, so wird 

Ka« + ö^ + 
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falls M die ganze Masse des Sphäroids ist. Dieser Ansdrnck, 
(der eine bestimmte Lage des Coordinatensystems nicht voraus- 
setzt), wird noch genauer, wenn der Coordinatenanfangspunkt 
in den Schwerpunkt des Sphäroids fällt; denn wegen der Eigen- 
schaften des Schwerpunkts ist 

fxdM= 0 , fydM= 0 , JzdM = 0 . 

Betrachtet man das Verhältniss der Dimensionen des Sphäroids 
zur Entfernung des angezogenen Punktes von demselben als eine 
kleine GrOsse erster Ordnung, so ist hiemach die Gleichnng 



bis auf Grössen dritter Ordnung genau. Wir wollen nunmehr 
den genauen Ausdruck von Kfiir Ellipsoide suchen. 

5. Benutzt man die in No. 1 eingeführte Bezeiclmung) so 
wird 

Durch Substitution der in No. 2 gefundenen Werthe fttr r und 
r' wird ferner 



^ ^ f f dp dqsmp JVE 



wihrend die in No. 2 ermittelten Werthe von A, B, O für äus- 
sere Punkte waren 



^ oj^ ^i^ sin ;? coBpVS 

qVM 

^ dp dq sin 2;> sin qV R 



Da an den Grenzen aller Integrale VR ^ 0 ist, so erkennt man 
leicht, daSB, wenn man die ersten Ableitungen von A, B, C 
nach [15] einer der sechs Grössen b, c ^ ky m und n bildet, 
man keine Elicksicht darauf zu nehmen braucht, dass die Gren- 
zen variabel sind, so dass z. B. 



16 P- ä- Laplaee. 

wird. Denn das Integral 



ist an ^en Grenzen nahezu proportional nnd in Folge des- 
sen wird sein Diiferentialqnotient an jener Grenze gleich Nnll. 

Dies vorausgeschickt, kann man sich durch Ausführung der Dif- 
fereutiation leicht ttherzengen, daas, wenn man zur Abkürzung 

setzt, zwischen den vier Grössen J5, C, i^und F folgende par- 
tielle Differentialgleichung besteht: 

0= • " 



~-X;2(m-.l)^ — 1)^ • 



Eraetst man in dieser Gleichung die Grössen CnndPdnrch 

ihre Werthe — , — — a-r 0-77 c-r—, so 

erhält man eine partielle Differentialgleichung für allein. In 
derselben setze man noch 

V= — =tJ = 3/«? , 
3Vmn 

wo M nach No. 2 die Masse des Ellipsoids ist, und führe statt 
m und ?i die neuen Variabein 0 und tü ein, die mit jenen dnrch 
folgende Gleichungen verbunden sind: 

m n 

[16] 0 ist die Differenz der Quadrate der zu y und x par-^ 
allelen Halbaxen des Ellipsoids; ebenso ist cö die Differenz der 
Quadrate der zn z und x parallelen Halbaxen, so da&s, wenn 
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man als .r-Axc die kleinste der drei Axen des Sphäroids wählt, 
yö und die beiden Ezcentricitftten desselben sind. Dann 
erhftlt man 

Jim"" Xm^he^ Im}' 



Dabei ist iü den links stellenden Gliedern dieser Gleiclujn«:cn \^ 
als Function von b, m und )i , in den rechts stelu iulcii 
Gliedern dagegen c als Function von Z>, üj to und /»; anzu- 
sehen. Setzt man noch 

80 wird 

nnd man erhält die Werthe von r- > wenn man in 

den vorstehenden Ausdrücken für k r-r , r — und -r— an Stelle 

üK om Oft 

von tJ setzt — Q. Ferner sind F nnd F homogene FnncÜonen 

der Grössen c/, h, r, kj VT), V(^k und zwar von der zweiten Di- 
mension; denn d:i die Summe der .Miis^ utln ilclK ii des Sphä- 
roids j jedes dividirt durch seine Entfernung vuni angezogenen 
Punkte, ist, und da jedes Massentheilehen drei Dimensionen hat, 
80 ist F'nothwendig zweidimensional, ebenso JP, das dieselbe 
Dimensionenzahl wie ?^ besitzt; v und Q sind daher homogene 
Functionen derselben Grossen von der Dimension - 1. In Folge 
einer bekannten Eigenschaft homogener Functionen ist 

eine Gleichung, die man auch Mgendermaassen schreiben kann: 

öfy Ott} hk 

[17] Ebenso ist 

OBtwald*eKlaMiker. lij. 2 
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^öS + ^^+^rc + '^-^+'^dö+^ö>fe — ^- 

Wenn man nanmehr in Gleichung (1) an Stelle von F and 
ihren partiellen Ableitungen die vorstehenden Werthe einftthrt 

und zugleich . ^ an Stelle von m sowie . _ an Stelle 

von 9} aetztj so ergiebt sieh : 

6. Wir denken ans nun die Fnnetion v in eine Reihe ent«- 

wiekelt naeh steigenden Potenzen der Dimensionen k^Vß, 
des Sphftroids und daher naehi fallenden Potenzen der Grössen 
a, c» Diese Reihe möge folgende Form haben : 



f>^ U^^)+ m>+ crw+ ^7^4- 



• • • •. 



wobei U^^\ U^^\ U^'^\ homogene Functionen von a, k, 

yO und Vu) bedent^n, die ausserdem noch in Bezug auf die drei 
ersten dieser sechs Grössen fflr sich allein iKnuoH-c.n sind, ebenso 
in Bezug auf die drei 1( t/tcn. Dabei werden dit Dimensionen 
der ersten drei Grössen von Glied zu Glied niedriger, während 
die Dimensionen der letzten drei fortwährend wachsen. Uebri- 
gens sind diese Functiem ii. da sie dieselbe Dimension wie v be- 
sitzen, sämmtlich von der Dimension — 1 . 

In Gleiehnng (2) setze man nan fttr v die obige Reihe ein. 

Dabei werde mit s die Dimension von U^^i in Bezug auf VO^ 

und in Folge dessen mit — («^ + i) seine Dimension iji Be- 
zug aui a, c bezeichnet. Ebenso werde die Dimension von 
?7(» + i) in Bezug auf l\ VO, |^^> re?i>. in Bezug auf ö, c s' 
resp. ■ — [s' \ ] L^enannt. Ferntr Ix adito man, dass nach einer 
bekannten Eigenschaft homogener Functionen [18] 
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ö?7<') öf/<'' öCTW 



da 



de 



isi Setzt man dann die Glieder gleicher Dimension in Bezog auf 

) VÖ, Vöj fär sich gleich Null, so erhält man : 



(3) 



— (ä + 1 ) —i{8 + i]iß + w) w 



de 



Mittels dieser Gleichung ergiebt sich der Werth von ü^* + aus 
dem von und dessen partiellen Ableitangen. Nnn ist aber 

1 



da, wie in No. l gefunden war, bei Beschränkung auf das erste 
Glied der Entwickelung 



V = 



M 



(a2 + Z>2 ^2)* 



ist. Die Einsetzung dieses Werthes von U^^^ in die obige For- 
mel (3) ergiebt ans 17(^) erhält man ndt Hfilfe derselben 
Formel ü^'^\ und so fort. Dabei tritt die bemerken swertho Er- 
scheinung zu Tage, dass keine dieser Grössen k enthält. Denn 
da die Variable /; in r'"" gar nicht vorkommt, so kann, wie .sich 
aus der Formel (3) ergiebt, auch t/'" diese Grösse nicht ent- 
lialten; da ?7'^' dieselbe nicht enthält, so kann sie auch nicht 
in U^^^^ vorkommen, und so fort. Mithin ist die ganze Reihe 
f7(o) _|- J7(i) -f-C/T-i) . . . von /.; unabhängig, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, es ist 



2» 
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Die \v erthe von r, — — , — r-r, — — smd aUo gkicli lür alle 

da oo oc 

Ellipsoide, die ähnlich liegen and [19] dieselben Excentrieitäten 

YO,V^ bentzen. Nun werden nach No. 4 die den Axen des 
EUipsoids parallelen AnsiehiiDgscomponenten desselben durch 

— 3f^, — i/rri — -ä^T- «nsgedrückt Daher rerhalten 

rt« oo ÖC 

h die nach irgend einer Richtung genommenen Anziehnngs- 
componentcn verschiedener Ellipsoide , die «leuseiben Mittel- 
pankt, diütjelben Axenriefituns^on und dieselben Exeentricitiiteu 
besitzen, für einen .lusscren Punkt wie die Massen der Ellipsoide. 

Aus der Formel [6) erkennt man leicht, dass^die Dimensio- 
nen von m\ m\ .... in Bezug anf und Vw von 
Glied zu Glied um zwei Einheiten zunehmen, so dass 

6 = 2», *' = 2i + 2 

Ist. In Folge der Eigenschaften der homogenen Functionen bt 

ausserdem 

od 

Die Formel (3) wird daher 

(t+ i)(2»+ 5)(a24-i'-i + c2)i7«+i) 

= (2 » + 1) - (?) — [u+i)be 



— {2» + |)cw^ — ^i2i'4- lj[Ö + (2e4- l>]i7i»>. 

0 c 



Man erhält mit HUlfe dieser Gleichung für den Werth v eine 

Beihe, die sehr convergent ist, sobald die Excentrieitäten 

und yU) sehr klein sind, oder wenn der Abstand Va^ -^b^-\-c^ 
des angezogenen Punktes vom Mittelpunkt des EUipsoids gross 
ist im Vergleich mit den Dimensionen des letzteren. 
Wenn das Ellipsoid in eine Engel übergeht, so ist 

(?=sO, w = 0, daher £/<») = 0, [7t2)=0 etc. 

Daher wird 
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und 

\ -h -h «-'^ 

Hieraus folgt, dass der Werth von derselbe ist, als wenn die 
ganze Masse der Kugel im Mittelpunkte derselben yereinigt 
wäre; und dass daher eine Kngel einen beliebig gelegenen 
äusseren Pnnict so ansieht, als wäre ihre g«ize Masse [20] im 
Mittelpankte vereinigt; es ist dies ein längst bekanntes Re- 
sultat. 

7. Der Umstand, dass die Function v von k unabhängig ist, 

glcbt ein Mittel an die Hand, diese Function auf die einfacliste 
Form zu bringen, die sie überhaupt annehmen kann. Denn da 
man uach Relieben k variiren kann, ohne das^ der Werth von r 

sich ändert, falls nur das EUipsoid dieselben Excentricitäten 

nnd behält, so kann man für k einen solchen Werth nehmen» 
dass das EUipsoid ganz flach wird, oder auch einen solchen, 
dass die Oberfläche des EUipsoids durch den angezogenen Punkt 
gebt. In beiden Fällen vereinfacht sich die Untersuchung der 
Anziehung des EUipsoids. Da wir nun vorher bereits die An- 
ziehungscomponenten der Ellipsoide für Punkte ihrer Oberfläche 
bestimmt haben , wollen wir ftlr k einen solchen Werth anneh- 
men, dass die Oberfläche des Ellipsoids durch den angezogenen 
Punkt geht. 

Bezeichnen wir bei diesem neuen ElUpsoid mit ^ , m| , 
dieselben Qrdssen, die in Ko. 2 fttr das bisher betrachtete El- 
lipsoid k, 7n, » genannt waren, so ergiebt die Bedingung, dass 
der angezogene Punkt auf der Oberfläche des neuen Ellipsoids 
liegt, mithin c die Coordinaten eines Punktes dieser Ober- 
fläche sind: 

Da femer die Excentricitäten VO und V w dieselben bleiben sol- 
len, so wird 

also 

Zur Bestimmung von ergiebt sich somit folgende Gleichung : 
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[846] Ueber die Anzietiiing homogener Ellipsoide 

von 

James Ivory. 

Gelesen am 15. Juni 1809. 
[PhilOB. Trans, of the Boyal Society of London 1809 p. 345—372.] 



1. Die theoretisclic Bestimmung der Gestalt der Planeten 
nmfasst zwei verschiedcuc Aufgaben. Die erste derselben be- 
steht in der Berechnung der Kraft, mit der ein Körper von ge- 
gebener Form und Dichtigkeit ein Massentheilchen , welclies 
eine bestimmte Lage hat, anzieht; bei der zweiten dagegen han- 
delt es sieh um die Ermittelung der Gestalt , welche eine ganz 
oder theil \v(!is(' llü^si^r Masse annimmt, falls auf dieselbe gleich- 
zeitig die gegenseitigen Anziehungen der einzelnen Theilchen 
wirken sowie eine Centrifugalkraft, die von einer Rotation jener 
Masse um irgend eine Axe herrührt, ^(»li die letztere Unter- 
suchung den tliatsächiichcn Natul■^ oi .u.ini^en möglichst genau 
entsprechen, so muss man zu den vorher erwähnten Krilften noch 
den Einfluss der Anziehung der verschiedenen Körper, welche 
das Planetensystem bilden, hinzunehmen. 

Von diesen beiden Aufgaben soU im Folgenden die erste be- 
handelt werden ; und dabei wollen wir uns auf homogene Körper 
beschränken , die durcii endliche Flächen zweiter Ordnung be- 
grenzt werde 

Die Theorie der Anziehung kugelförmiger Körper wurde 
YOJLSÜTlsaac Newton im ersten Buch seiner Principia fSect. 12) 
begründet. In demselben Werke gab der bertlhmte Verfasser 
eine Methode an, um [346] die Anziehung von Botationskörpern, 
d. h. solchen, die durch Drehung einer Gurre um eine fest blei- 
bende Gerade entstanden sind, zu bestimmen, falls der angezo- 
gene Punkt auf der gemeinsamen Axe der Kreisschnitte liegt 
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(Sect 13, Prop. 91); er wandte dann diese Methode an, um die 
Anziehung eines Rotationsellipsoids auf einen Pankt seiner Axe 
zu bereehnen (Prop. 9 1 , Oer. 2). Maclaurin war der erste» wel- 
cher die Anziehung derartiger EUipsoide aOgem^ ftir beliebige, 
anf der Oberfläche oder im Innern gelegene Punkte ermittelte. 
Die von diesem ausg:ezeiclinetcn Geometer ersonnene Unter- 
siichungsmctliode ist syntlietiscli , aber originell, einfacli und 
elegant; dieselbe hat stets Jic Rewundernno: der Matliematikor 
erregt. Liegt der angezogene Punkt ansserlüiU) des anziehenden 
Körpers, so ist die Aufgabe viel schwieriger zu leisen. Es war 
Legendre vorbehalten, die Theorie der Anziehung von Rotations- 
ellipsoiden dadurch zu vervollständigen, dass er die früher nur 
für innere Punkte abgeleiteten Sätze auf alle Punkte, gleichgül- 
tig ob innerhalb oder ausserhalb jjelet^en. ausdehnte (Acad. des 
Sciences de Paris, !*>avans Etransrers. T. X). Laplarc. beliaiKlt lte 
sodann das Problem von einem allgenieineren nc^ichtspinikle 
aus; er dehnte nämlich die Untersuchung auf dreiaxi^e EUipsoide, 
d. h. solche, deren drei llauptschnitte Ellipsen sind, aus ; und 
er leitete für dieselben Sätze ab. die denen ^anz ähnlich waren, 
welehe Mariaurin und Lef/endrc friilier für Rotationsellipsoide 
gefunden hatten. Auch bei diesem allgemeineren Problem ge- 
staltet sich die Untersuchung besonders schwierig, wenn der 
angezogene Punkt ausserhalb des anziehenden Körpers liegt. 
Die Methode, welche Laplace zur Ueberwindung der im letzte- 
ren Falle auftretenden Schwierigkeiten benutzt hat, zeugt zwar 
von anerkennenswerthem Scharfsinn und grosser mathematischer 
Gewandtheit, ist aber sicherlich weder einfach noch direct genug, 
nm nicht in der einen oder andern Hinsicht eine Yervoll- 
konunnung der Theorie der Attraction der EUipsoide als mög- 
lich erscheinen zn lassen. Jene Methode besteht nämlich darin, 
zu zeigen , dass die Ansdrttcke ftlr die Anziehungseomponenten 
eines Ellipsoids in Bezug auf einen äusseren Funkt in swei 
Factoren zerfallen, von denen der eine die Masse des Ellipsoids 
darstellt) während der andere neben den Goordinaten des ange- 
zogenen Punktes nur die Excentricitäten des anziehenden Kdr- 
pers ienthält. Daraus ergiebt sich nun, dass zwei EUipsoide, 
welche dieselben Exeentricitäten besitzen, und deren Haupt- 
schnitte in denselben Ebenen liegen, auf einen und denselben 
äusseren Punkt anziehende Kräfte ausüben, die ihren Massen 
proportional sind. Dieser Satz gilt auch für den Grenzfall, in 
dem die Oberfläche einer der anziehenden Massen durch den 
angezogenen Punkt geht ; und dadurch ist die Anziehung eines 
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KllipsoidB in Bezug auf einen äusseren Punkt zurückgefährt auf 
die Anziehung, welche ein anderes Ellipsoid, mit denselben Ex- 
centricitäten wie das erste, auf einen Punkt seiner Oberfläche 
ausübt (Acad. des Sciences de Paris ponr 1782). Legendr e 
gab später einen directen Beweis des Za/^/aca'schen Satzes, in-> 
dem er die Differentialaasdrficki; fflr die anziehenden Kräfte in- 
tegrirte, ein Verfahren, das erhebliche Schwierigkeiten darbietet 
und nicht ohne eomplicirte Rechnungen durchführbar ist (Acad. 
dcB Sciences de Paris 1788). In der Mecanique Celeste behan- 
delte Laplace die Anziehung der £Uip8oide nach der von ihm 
gefundenen nnd in den Abhandlangen der Akademie (1782) Ter- 
dffimtlichten Methode^ die anf Reihenentwickelnng und Bildung 
partieller Ableitangen bemht. Das Stndinm der Lapiitce^sehea 
Arbeit nun hat mich anf die Methode geführt, die ich im Folgen- 
den mittheilen will. Dieselbe wird der Eenntniasnahme seitens 
der Royal Society nicht nnwerth sein» da sie ein recht schwie-* 
riges Kapitel der physischen Astronomie, dem die hervorragend- 
sten Mathematiker ihre Beachtung zogewandt haben^ wesentlich 
vereinfacht. 

[348] 2. Es seien a, h, c die drei Coordinaten, welche die 
Lage des angezogenen Punktes angeben; ferner bezeichne dM 
ein Theilelien oder ein Massenelement des anziehenden Körpers, 
und die J a^^e desselben sei durch die Coordinaten y, z be- 
stimmt, die beziehiiiif^sweise zu a, b, c parallel sind. l)ie Uberall 
glei(*he Dichtigkeit werde gleich derKinheit angenommen; end- 
lich sei 

/=[(«- «)» + (4 - y)» + (c -zn^ 

der Abstand de^ Elements von dem anjj:ez«igenen Punkte: dann 
ist die Anziehung, welche jener Punkt von dem Massentheilchen 
erföbrt, 

_dM 

Diese anziehend Kraft rauss nun in andere Kräfte zcrleo^t 
werden, deren liiclituugen voti der Lage des anziehenden Theil- 
chens unabh;iii;ji.i sind: am i^f cibrnetsten sind zu diesem Zwecke 
drei den Coordinatenaxen parallele (Gerade. Durch die Zer- 
legung der Anziehung nach diesen Geraden ergeben sich die 
folgenden Theilkräfte. die parallel zu den Axen wirken und nach 
den Ebenen hingerichtet sind, von denen ans die Coordinaten 
gezählt werden : 



I 
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dM(a — x) 

äM{b — y) 
P 

dM{e — g) 



parallel zur x-Ax& , 



parallel zur y-Axe , 



parallel znr z-Axe, 



Ist A der Gesammtbetrag aller zur Axe x parallelen Theil- 
kräfte und haben B and O die gleiche Bedeutung für die par- 
allel zu den Axen y und z wirkenden Kräfte, so erh&li man, 
wenn man fttr / den obigen Ausdruck setzt nnd an Stelle ron 

d M schreibt dxdydz: 



(1) 



^ CCC dxdydzia — x) 

JJJ [(a — a;)2 +{b — y)2 + (c — zf] 

ß _ dxdydz[h — y) 

JJJ [(a — + — y)2 + (<J — z)i] 

JJJ \(a — X 



dx dy dz [c — z] 



[[a — xf + [h-yY^-[c 



wobei über alle Elemente der anziehenden Masse zn integriren 
ist (Mecan. Göleste, Tom. II p. 3). 

Jeder der soeben aufgestellten Anadrttcke für A, B, C ist 
in Bezug auf eine der Variabein, die er enthält, integrabel; so 
ist z. B. A integrabel in Bezug auf x. Es sei nun x' der grösste 
Werth Ton x (tti constante Werthe Ton y und z) auf der posi- 
tiven Seite der ^js-Ebene und x" der grösste Werth auf der ne- 
gativen Seite derselben Ebene. Dann ergiebt die Ausfitlhrung 
der Integration: 



In diesem Ausdruck von A bezeichnet das unter dem Doppel- 
integral stehende Differential die Anziehung, welche ein Prisma 
mit der Basis dydz und der Höhe x' +x" in der Richtung die- 
ser Höhe auf den angezogenen Punkt ausübt, falls man dassefi>e 
mit Masse von der Dichtigkeit des anziehenden Körpers gefallt 
denkt. 
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Falls die y~-]'ibcue den anzielieuden lvr)rp( r in zwei g'leicTie 
Theile theilt, wie os die Hauptscbnitte eines von einer endliclien 
Fiilche zweiter Ordnung begrenzten Körpers thun, so ist :r ' = cc " ; 
und x' ist nichts anderes als der Werth, den x an der Oberfläclie 
des Kdrpors annimmt. Verstehen wir daher unter x^ y, z die 
drei Coordinaten eines Punktes der Oberfläche und setzen zur 
Abkflrznng [360] 

= [[a + .r)^ + - yY + - z^f , 

80 wird 

(2) A=pydJ^-^. 

nnd hier ist die Integration auf alle Punkte oder alle Flächen- 
elemente dydz auszudehnen, welche in dem durch die Ebene 
yz gebildeten Hauptschnitt des anziehenden Körpers liegen. 

In gleicherweise erhftlt man, wenn man in B und C je eine 
Integration ausfährt, und zwar in B die in Bezug auf ^, in C7 
die in Bezug auf auch für diese Anziehungscomponenten zwei 
neue Ausdrücke, die ganz ähnlich gebildet sind/ wie der eben 
gefundene Ausdruck für A, 

3. Die allgemeine Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung, 
welche einen Kürper von endlicher Ausdehnung begrenzt, ist 
[M^can. Celeste, Tom. II p. 8] 

Falls die dreiGröj?sen A-, k,^ k„ einander gleich sind, ist der Kör- 
per eine Kugel; sind nur zwei von ihnen gleich, z.B. k, und k,,^ 
so ist er ein Rotationskörper; ujid sind alle drei ungleich, so ist 
er ein EUipsoid oder ein Sphäroid, dessen drei Ilauptschnitte 
sämmtlicli Ellipsen sind. Im Folg-enden wollen wir stets anneh- 
men, dass k die kleinste der drei Grössen k, k,^ k,, oder die 
kleinste Halbaxe des K«irperö ist. 

Der allgemeiueu Gleichung des Ellipsoids wird genügt, wenn 
man 

o; s= ^ cos 4p , y = sin cos i/^ , z^ k„ sin fp sin 

setzt, wobei (f und ip zwei variable Winkel bezeiehnen. Um 
diese Werthe von x, y, z in Formel {2^ zu siibstituiren , ninss 
man zunächst das Differential von y bilden unter der Annahme, 
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[351] dass einer der rariabeln Winkel eonstant bleibt. Wenn 
tfj eonstant ist, wird demnach 

dy — k, cos (f cos \pd(p ; 

und da y eonstant bleiben mnss, während sich ändert , ist zn 
setzen 

dz =^ k„ cos (p%m\p dfp + k„ sin g) cos ^fdip , 

0 =k, cos fp cos ifj d(p — kfBmq> sin ipdyj . 

Durch Elimination von d(f folgt daraus 

j k„ sin CD , 

cos Ip ^ 

Durch unsere Substitution geht somit die Formel (2j über in 
folgende : 

(3) A = kfkfiJJ^m (p cos (p d<p dip^^ — ^ j; 
und es ist 

^2 == (a — X; COS f/) ) 2 -f- — k, sin (p cos i/;) ^ + (c — k„ sin r/ si n i/;) - , 
^,2= (a+^co8 f/>) ^+ — k,%mq)eoBilß) ^+{c — Ä;,ySin g> sin i^) ^ . 

Die Grenzen des Doppelintegrals sind (jp = 0 und rp = (falls 
7c den halben l^mfang eines Kreises vom Kadius 1 bezeichnet), 
ferner ?// = O und f/' — 27t. 

Um eine weitere Transformation des letzten Ausdiiicks von 
A zu erhalten, bestinniicn wir nuumulir die H;Ubaxen eines El- 
lipsoids, dessen Oberliiiclie durch den angezoge^ipn Punkt gelit, 
welclu's dieselben Excentricitäten wie das gehobene Ellipsoid 
hat, und dessen Plauptschnitte mit denen des gegebenen in den- 
selben Ebenen liegen. Es seien /^ h,, h„ die gesuchten ITalb- 
axen; dann ist, da der angezogene Punkt auf der Oberfläche des 
gesuchten Ellipsoids liegen soll, 

«2 Ä2 c2 _ 

h'i'^ h;''^ h„^^ 

Da ferner das gesuchte £llipsoid dieselben Exoentricitäten ha* 
hen soll wie das g^ebene, so ist 

— 7,2 = k,'^ — A;2 = t'i ^ Jt2 — = k„' - Ä-2 = eP- 
und daher 
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eine Gleichung, die nur eine Un))f knnnte enthält, [362] nämlich 
h. Es lässt sich leicht zeigen, dass diese Gloichnog stets einen 
uod nur dnen Werth von h ergiebt. Denn nimmt man h klein 
genng, so wird die Function anf der Unken Seite der Gleiehnng 
grösser als jede noch so grosse positive Grösse; nimmt man 
andrerseits k gross genug, so wird dieselbe Function kleiner als 
jede noch so Ueine positive Grösse ; nnd während h von 0 bis 
oo wäohst, nimmt jene Function continuirÜch ab von oq bis 0. 
Demgemäss existirt nur ein EUipsoid , das den geforderten Be- 
dingungen genllgt, nnd dessen OberflSehe durch den angezoge- 
nen Punkt jgeht [M^can. Celeste, Tom* II p. 20, 21). Ist h be- 
stimmt, so wbrd 

Ferner wird der Gleichung 

genügt, wenn man setzt 
a = A cos m , & = A, sin m cos » , c = A,, sin m sin n . 

Durch die Substitution dieser Wert he von a, ^, c nehmen 
die letzten Ausdrücke für J^^ und Jp' die Form an : 

= {Ii cos m — k cos (p) 2 -|- [h, sin m cos n — k, sin (p cos ip) ^ 
+ sin m sin n — k„ sin (p sin xp)'^^ 

Jp' =s (Ä cos 1» + ^ cos (p) 2 -h (k, sin m cos n — k, sin rp cos 

-|- [hff sin m sin n — k„ sin ^ sin ^) ^ ; 

und da 

Ä;^ = Ä2 4-e2^ Jit ^ ep, kp::=k'^ + e\ k,P = k'-{-ep 

ist, so ergiebt sich sofort: 

^2 s= — 2 // /• cos m cos cp — lh,k, sin m cos n sin (p cos ip 

— 1hffk„ sin m sin n sin (p sin i/^ + + sin ^ m cos '^n 
4- ep dn sin 2» + sin ^ y cos ^ 4- e/-* sin 2<jp sin ^ ^ , 

Jp — _|- cos 7n cos </) — etc. etc. 

{363] (Die nicht hingeschriebenen Glieder von Jp sind mit den 
entsprechenden Gliedern von völlig identisch). 

In diesen Ausdrucken fXixJ'^ und^//^ kommen, wie man sieht, 
die Grössen h^h,, h„ in genau derselben Verbindung vor wie die 
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Grössen k„ k„* Man kann daher die Halbaxen der beiden 
EUipsoide vertanschen und findet so fttr jeden der Ausdrucke 
und J,^ zwei verschiedene Formen, die nach Entwickelnng der 
Portenzen identisch werden. Es sind die folgenden : 

^2 — ^Ji cos — k cos (pY 4- [^ir sin m ros n — k, sin rp cos j//) 2 

-j- {h„ sin m sin n — k„ sin r/^ sin xpy^ 
= cos ffl — h cos <^)2 -f- [k, sin ?/i cos n — sin (p cos xpy- 

+ (A;,, sin m&mn — h„ sin ^ sin 

^,^zss[h cosm + ^ cos 4- [h, sin m cos » — k, sin q>W)^xp]^ 

+ (A,^ sin m sin » — ^„ sin q> sin ^ 
Ä OOS m + Ä cos (pY + (^r m cos » — h, sin <jp cos \p] - 

sin m sin 19 — Kmfp sin i//)^. 

In der Formel (3) • 

A = k,kfjjim <p cos cpd(p dip ^ — ^ j 

bezeichneten die Symbole J und die Abstände des angezo- 
genen Punktes, der auf der Oberfläche des Ellipsoids mit den 
Halbaxen h„ lag, und dessen Coordinaten a, 5, c oder 

Ä cos //i, h, sin w cos w, sin w sin /^ waren, von den Endpunk- 
ten eines gewissen aus dem ersten Ellipsoid ausgescbiiitti iK u 
Prismas; und zwar war difN Prisma über der Grundtliir In; 
k,k,,^m(pQ>o^rpdcpfJ\Um\\i\\U[. seine Kanten waren parallel 
der Axe k und sein* Höhe Ix trug 2 k cos (p. Betrachten wir 
nun auf der Olirrtiache des gegehenon Ellipsoids mit den Axon 
k, k,, k„ den Punkt, dessen Coordinaten k cos m, k, sin m cos 
k„ sin m sin n sind, die wir mit a', h\c' bezeichnen wollen; und 
denken uns aus dem zweiten Ellipsoid ein mit Masse gefülltes 
Prisma ansgeschnittcn , dessen Kanten parallel ^ oder h sind, 
welches femer [364] die Grundfläche h,h„?An (p q>o^ (pd(pdip 
nnd die Höhe 2h cos hat. Dann folgt aus dem Obigen, dass 
J nnd anch die Abstände des Punktes mit den Coordinaten 
a\h\ c* von den Endpunkten des letzterwähnten Prismas aus* 
drflcken. Setzen wir daher 

A! = hfh^JJ^m ip cos q>dq)dtp ^ — -^j 

nnd nehmen für das DoppeÜntegral dieselben Grenzen wie oben 
bei A : so wird A' gleich der der Axe h parallelen Componente 
der Anziehung, weiche das homogene Ellipsoid mit den Halb- 
axen hf h„ hn auf den Punkt mit den Coordinaten ^cosm, 
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k, sin m cos n , 7c„ sin m sin /^ oder a'y b', c' ausübt. Denn cbenae 
wie in der Formel fttr^ das Element des Doppelintograls die An- 
ziehung ansdrtiekte, welche ein unendlich dflnnes, dem Ellipsoid 
mit den Axen ky k,, k„ angehönges Prisma auf den Punkt mit 
den Coordinaten c in der zu Ii oder Z parallelen Richtung 
aasübt, drückt das Element des Doppelintegrals für die Kraft 
aas , mit welcher ein unendlich dünnes , dem zweiten Ellipsoid 
mit den Axen h , h, , zugehöriges Prisma den Pankt mit den 
Coordinaten a% h\ c' in gleicher Bichtang anzieht. Die beiden 
Integrale, aof sftmmtliche Prismen» aas denen die Eliipsoide be- 
stehen, aasgedehnt, drücken daher die Kräfte aas, mit denen 
die Massen der Eliipsoide die bezüglichen Punkte in der in Rede 
stehenden Richtang anziehen. Nun hängen aber die Anziehangs- 
componenten A und A' Ton denselben Integralen ab; sie ver- 
halten sich daher zu einander ebenso wie k,k„ zu h,h„. 

Bezeichnen wir ferner mit und C diie zu k, und k„ par- 
allden Gomponenten der Kraft, welche das homogene ElUpsoid 
mit den Halbaxen h, h,, h„ auf den Punkt mit den Coordinaten 
a\h\c ausübt, [355] so lässt sieh in gleicherweise zeigen, 
dass die Kräfte B und B' sich verhalten wie k k„ zu h h„ und 
die Kräfte Ö und C wie kk, zu h h,. 

Die Punkte der Oberfläche beider Eliipsoide, welche durch 
die Coordinaten // cos m , h, sin m. cos u , h„ sin m sin a oder 
ö, c und k cos k, sin rn cos //, k„ sin m sin n oder a\h\ü' 
bestimmt sind, kann man nicht unpassend als corrospondi- 
rondü Punkte beüder Flächen bezeiclinon; zwei solche Punkte 
liegen auf denselben Seiten der l'.büucü der Hauptschnitte und 
ihre irgend einer Hauptaxe parallelen Coordinaten sind propor- 
tional den betreffenden Halbaxen. Dies vorausgesetzt, kann man 
das Resultat der vorhergehenden Untersuchung in folgenden 
3atz zusammenfassen : 

jjWenn zwei homogene iillipsoide von gU^iclier Dichtig^keit 
dieselben Kxcentricitäten besitzen und ihre llanptschnitte in 
denselben l'^enen liegen, so verliält sich die senkrecht zur Ebene 
eines Hauptsclinitts «renommene Cemponente der Anziehung, 
welche das eine Ellipsoid auf einen i^unkt der Ohertläclie des 
zweiten ausübt, zu der nach derselben Richtung genommenen 
Componente der Anziehung, welche das zweite Ellipsoid auf den 
correspondirenden Punkt der Oberfläche des ersten ausübt^ 
ebenso, wie sich die Flächeninhalte derjenigen beiden Uaupt- 
schnitte zu einander verhalten, zu denen die Anziehungscompo- 
nenten senkrecht sind/^ . . , 
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Denn da die Hauptsclmitte Ellipsen sind, Yerhalten sich ihre 
Flächeninhalte wie ^e Producte der Halbaxen. 

Wenn der angezogene Punkt, dessen Coordinaton a, b, e 
waren, ansserhalb des gegebenen ElUpsoids mit den Halbaxen 

k„ Üegty 80 liegt der Punkt, dessen Coordinaten a', h\ c' 
sind, nothwendig innerhalb des zweiten Ellipsoids. Durch die 
eben abgeleitete Beziehimg [856] zwischen den Anziehongs- 
componenten zweier ElÜpsoide in Bezug auf zwei oorrespondi- 
rende Ponkte beider Oberfläehen ist somit der Fall, in dem der 
angezogene Punkt ausserhalb des Ellipsoids liegt, anf den Fall 
eines innerhalb liegenden Punktes znrflckgeftthrt. 

4* Wir wollen nnn die Formel (2) fttr die der Axe k paral- 
lele Annehungscomponente 



unter der Voraussetzung betrachten^ dass der angezogene Punkt 
im Innern des Ellipsoids liegt. Ist a — o ^ d.h. liegt der ange- 
zogene Punkt in der Ebene, so ist für alle Werthe von 

\ 1 

z der Ausdruck T^^ ^ daher verschwindet in 



Betrachtung vorauszusehen war. Fflr alle positiven Werthe von 

l 1 

a hat, da x positiv ist, der Ausdruck — einen positiven, 

endlichen Werth. Wenn also h und r als constant, a als wach- 
send angenommen wird, so folgt, dass ^4 um jiositive, endliche 
Grössen zunimmt, so lange der durch die Coordinaten a, h, c be- 
stimmte Punkt innerhalb des Ellipsoids liegt. Liegt dieser Punkt 
dagegen auf der Oberfläche, so kommen die Variabein y, z 
för solche Oberflächenpunkte, die dem angezogenen Punkte un- 
endlich na% liegen, den Werthen c beliebig nahe. Der 

zugehörige Werth von ^ und damit das Element der Kraft 



Ä wird also unendlich gross. Dadurch wird aber die Continuität 
der Function A unterbrochen. Aus den obigen Bemerkungen 
folgt, dass man Ä in eine nach steigenden Potenzen von a fort- 
schreitende Beihe entwickeln kann. Man muss sich dabei nur 
hüten, die aus der Reihenentwiekelung sieh ergebenden Schlüsse 
[367] auf den Fall auszudehnen , wo der angezogene Punkt 
ausserhalb des Ellipsoids liegt. Es sei 

0«tirald*8 Klassiker. 19. 3 





Digrtized by Google 



34 James Ivory. 

dann ist 

^ = [jK2 + a(a — 2x)]K ^, == + a{a + 2a:)]i . 

Entwiekelt man die Fonction ^ in eine Reihe, so ist das 

allgemeiue Glied derselben 

^ 1.3.5.7. . (2«— 1) a^(g + 2x]'^ — a''{a — 2ar)» ^ 
^2.4.0.8.. 2« * + i * 

und daraus ist ersiehtUch, dass alle geraden Potenzen von a 
versehwinden nnd nar die ungeraden Potenzen ftbrig bleiben. 
Nun kann die Reihe lür die Kraft A keine anderen Potenzen von 

a enthalten als solche, die auch in der Reihe für \- vor- 

J J, 

kommen. Nimmt nian daher an, dass die Reibe für A nach IN»- 
tenzen von a geordnet ist, so muss dieselbe uotliweudig lolgeudt) 
Form haben: 



• • • • 



wobei Ai, A^, A^ etc. Functionen bezeichnen, die von a un- 
abhängig sind. Der erste dieser Coefficienten wird, wie leicht 
zu beweisen, durch die Formel bestimmt 

Ml 2xdudz 
(4) ^, " 



nnd was die übrigen betriff!;, so lässt sich zeigen, dass sie alle 
von Ai abhängen. Es folgt dies aus einer zuerst von Laplace 
anfgestellten partiellen Differentialgleichung, die sich aus der 
Natur der betrachteten Function ergiebt. In der Th^t lässt sich 
durch blosse Ausfuhrung der in den folgenden Formeln vor* 
kommenden Differentiationen zeigen, dass 

^2-1 

[368] 
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und daher auch 



wird. Substitiiirt man die Kcihc für A in die letzte Gleichung 
und setzt die Cooflicienten aller Potenzen von a gleich Null , so 
crgiebt sich; 

_ 1 n^A^ h^A,\ 



^7 = 



6.7 1 dc^/' 



6te. 



Somit hängen alle ainlorn roefficienten von dorn erstrn Term ab 
und lassen sieb ans demselben durch Wiederholung derselben 
Operationen ableiten. Wird daher der allgemeine Ausdruck für 
Ai bestimmt, so ist auch die ganze Keihd bekannt. 
Betrachten wir die Formel (4) 



2xdydz 



[*» + (6 - y)2 + (c - 

nnd setzen 

= JR cos /? , ^ — y sss jß 8inj9 OOS c — z=B f&ap sin ^ , 
so ist 

die Länge der Linie, welche den Fusspunkt roh a mit dem 
Punkte der Kllipsoidtiäche verbindet, dessen Coordinaten x, ij, z 
sind; p ist der Winkel, den R mit a bildet, ^.der Winkel, den 
die durch R und a gelegte Ebene mit der Ebene xy einschliesst. 
Durch [359] die Gieiehnng der Fläehe wird R als Function der 
Winkel /I und q bestimmt. Variirt man allein, so wird 

— dy — sin ^ -h ^ cos cos qdp . 

Da ferner, während z sich ändert, y constaut bleiben muss, ist 
zu setzen 

3* 
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* — dz=^ sin /> + i2 cob y> J sin q dp 

+ ^ + -^^ cos 9 j sin p dq , 

0 = »in 4" cos cos ^ 

+ cos — Ä siD ryj ^mpdq , 

woraus durch Elünination von dp folgt: 

Ii sin /) 

■ cos y 

Durch Einführung von p und q wird daher unser Integral 

Ai=^2 JJ'^j^ ^ <^ös sin^^ + cos ^j:? sin p^dpdq ; 

und die Grenzen desselben sind p = 0 und /) = ^7r, sowie 
q =. 0 und (j = 27t. 

Um die Infpcrration in dieser Formol für auszufiiliren, 
müssen wir Ii durch p und q ausdrücken und diesen Werth in 
Af einsetzen. Nun ist 

x — Iicoäpy y = h — itsin/>coä^, ^ = c — iJsiuy>sin^. 
SetKt man diese Aasdrflcke in die Gleiehang des Ellipsoids 

«2 

setzt ferner zur Abkürzung 

L«^ööj cos 2y> sin cos ^ ^ sin 2/) sin 2 ^ 

^, d sin 0 cos q , c dn o sin q 

^ — + — 

so wird 
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Diese Gleichung kat zwei Wurzeln, nämlicli 



M _ , 

und da D stets positiv ist, wenn der angezogene Punkt innep- 
halb dt? Ellipsoids lirgt, was wir ja hier voraussetzen, so sind 
beide Wurzeln ftlr alle Werth o der Winkel p und q reelle Grös- 
sen. Denken wir uns nun die Linie R verlängert, bis sie das 
Ellipsoid auf der andern Seite der ^;i;-Ebene nochmals schnei- 
det, und hezeiehnen diese Yerlängernng mit B!^ so sind offenbar 
R and B! die beiden Wurzeln der obigen Qleichung. Da femer 
obwohl zu It entgegengesetzt gerichtet, doch durch diesel- 
ben Winkel wie R bestimmt ist, können wir in dem Ausdruck 
fflr Ai die Grösse R durch R ersetzen und erhalten so: 

= 2 ^J^-^t OOS p siü + cos -p sin dp , 

Addirt man die beiden Werthe von und nimmt die halbe 
Summe, so wird 

oder 

A^ = ß^^, sin 4- 2 cos 2 ain ;^ j c/g , 

wobei die Grenzen des Integrals, wie oben, ^=0 ujid p^^Ttf 
qss 0 und q = 27r.8ind« 

[361] Nach der Theorie der Gleichungen ist aber 

JtJt = —"57. • 

Durch Substitution dieses Werihes nimmt der Ausdruck ftlr Ax 
die Form an : 

Ax = jfjfj^ — JÖ"^^^^ ^ sin^j^ + 2 cos 2^ smj^jc^jt^c/^ . 

Es iät üuii bemcrkonswerth , dass der letzte Ausdruck von 
keine der Grössen b und c enthält; denn diese Grössen kom- 
men in 3f nicht vor. Wir können daher schliessen, dass der 
Werth von Ai von diesen Coordiuateii unabhängig ist und für 
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alle Punkte innerlialb desselben HaiiptscliDitts des Ellii)boi<.iä 
denselben Werth hat. Weiter folgt, dass alle andern Coefticien- 
ten der Reihe (iiv A, also A-^, ^5 etc., gleich Kuli sind. Ks 
( igiebt sich dies unmittelbar aus dem neHCtz, das diese (Jrössen 
mit einander und mit Ai verbindet. iSomit redueirt sich die 
Keilie i'Or A auf ihr erstes Glied; es wird nämlich einfach 

Dieselben Uoberiegungen ergeben ferner einen iieupu ana- 
lytischen Ausdruck für Ai, der weg:en seiner Einfachheit, und 
weil er unmittelbar von d»'r ClLichiniii' der Grenzlläche abhängt, 
den Vorzug vor jedem andern zu verdienen scheint. Der Werth 
von -^1 ist nämlich, wie oben gezeigt, von den Coordinatea d 
und c unabhängig. Wir können daher diese Grössen in der For- 
mel (4) gleich Null setzen and erhalten so : 

2xdydz 



{x2 + y2 + zif 

wobei die Integration über die ganze Fläche des durch die yaf- 
Ebeno gebildeten Hauptschnitts zu erstrecken ist. 

Dieselben Betrachtungen, die soeben zur Bestimmung [362] 
der AnziehuDgscomponente A benutzt sind, lassen sich unmittel- 
bar auf die mit B und O bezeichneten Anziehnngscomponenten 
übertragen; und dadurch ergeben sich für die zu den Ebenen 
der Hauptschnitte senkrechten Componenten der Anziehnng, 
welche ein Ellipsoid auf einen inneren Punkt ausübt, die folgen* 
den Werthe: 

2xdydz 



(5) 



2ydxdz 

ü 

Izdxdy 



wohoi je (lorf der Integrale über die ganze Fläche desjenigen 
Hauptsclmitts zu erstrecken ist, auf dem die betreffende Com- 
ponente senkrecht steht. 

Tiiegt der angezogene Punkt ausserhalb des l^lli])soids, so ist 
es zunächst nothwendig , die Halbaxen eines zweiten Ellipsoids 
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zu bestimmeD, dessen Oberfläche durch den angezogenen Punkt 
geht, welches ferner dieselben Exeentricitäten besitzt wie das 
gegebene Ellipsoid, und dessen Hanptschnitte mit denen dea ge- 
gebenen in denselben Ebenen liegen. Die Axen desselben wa- 
ren oben mit hyh,f k„ beeeiohnet nnd zugleich waren dort die 
Formeln zn ihrer Berechnnng angegeben (p. 29 nnd 30). 
Weiter sind die Coordinaten desjenigen Punktes zn bestimmen, 
der anf der Oberfläche des gegebenen Ellipsoids liegt nnd zu 
dem angezogenen, anf der Oberflftohe des zweiten EUipsoids ge- 
legenen Punkte correspöndirend ist. Nach der obigen Definition 
eorrespondirender Punkte werden diese Coordinaten a'j h\ c* 
durch die Formeln bestimmt [cf. p. 32): 



9 ^ T 



Dies vorausgesetzt, werd -n nun die Anzieliungscomponenten 
eines Ellipsoids mit den Italbaxen 7i, h,^ h„ auf den Punktj des- 
sen [363] Coordinaten a\h\c' sind, und der offenbar ein innerer 
Punkt ist, folgende: 

'* JJ(«'» + y'» + 



ly' dx' dz' 



C C 2z'dx'dy' 



Dabei sind .r', ?/', z' die drei Coordinaten eines Punktes auf der 
Oberfläche des Ellipsoids mit den Halbaxen h, h,, 7i„, Um nun 
die Anziehnngscomponenten dea gegebenen Ellipsoids für den 
gegebenen äusseren Punkt zu bestimmen, iiaben wir nur dea in 
§ 3 bewiesenen Satz anzuwenden und erhalten so : 



(fi) 



h hf Je ff L 




hh,h„J^ 




JcJCfJCff J 








kJCfkf, 1 


V" 2z'dx'dy' 


hh,h„J^ 
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5. Prüfen wir die Ausdrücke (5) für die Anziehangscompo- 
nenten eines Ellipsoids in Bezug auf einen inneren Punkt , so 
übersehen wir sogleich, dass die Ooeflicieiiten, mit denen die 
ordinaten des angezogenen Punktes multipUcirt sind, homogene 
Functionen nullter Dimension der Halbaxen des anziehenden 
Körpers sind, da diese Grössen in den Zählern und Nennern der 
2a integrirenden Functionen die gleiche Ordnung haben. Dar- 
ans folgt, dass die Werthe der in Rede stehenden CSoeffieienten 
nur von den Verhältnissen der Hauptaxen. nieht aber von ihrer 
absoluten Grösse abhängen. Denken wir nns daher zwei homo- 
gene EUipsoide von gleicher Dichtigkeit, die einander tiinlich 
[364] nnd ähnlich liegend sind, and deren Oberflächen beide den 
angezogenen Punkt nmschliessen, so ergiebt sich ans dem, was 
soeben bemerkt ist, dass beide Elüpsoide auf den Punkt genau 
die gleiche Anziehung austlben. Somit erkennt man , dass die 
zwischen den Oberflächen beider EUipsoide liegende Masse die 
anziehende Kraft des Innern Ellipsoids nicht ändert ; und das 
kann nur stattfinden, wenn die Anziehung, welche jene zur Masse 
des inneren Ellipsoids hinzukommende Masse in irgend einer 
Bichtung ansflbt, genau gleich ist der Anziehung derselben Masse 
in entgegengesetzter Richtung , so dass sich die entgegengesetzt 
gerichteten Kräfte aufheben. Somit können wir ein Resultat, 
das Sir Isaac Newtoti unter einer ähnlichen Voraussetzung für 
Kugeln und Rotutionsellipsoidc gefunden (Princ. Math. Lib. I, 
Prop. 7 0, Prop. Cor, 3), auf eine homogene Schale aus- 
dehnen, die von zwei ähnlichen und älmlich liegenden gesclilos- 
senen Flächen zweiter Ordnung begrenzt wird. Das Resultat kaua 
in folgenden Satz zusammeugefasst werden: 

»Liegt ein Punkt innerhalb einer humugenen Schale, die von 
zwei ähnlichen und almlich liegenden geschlossenen Flächen 
zweiter Ordnung begrenzt wird, so ist die Anziehung, welche 
die Masse der Schale in irgend einer KichUiug auf den Punkt 
ausübt, gleich der AnzieUiaig derselben Masse in entgegenge- 
setzter Richtung, so dass beide sich aufheben«. 

(». Zur Vervollständigung der Theorie der Anziehung ho- 
mogener EUipsoide ist es nunmehr noch erforderlich, die Werthe 
der vorher aufgestellten Integrale (5) zu ermitteln. Für den Fall 
einer Kugel ist ^ ^ ^ = h„ und x?- + y"^ + := k\ also 



Nun ist Ixdydz die Masse eines Prismas , [366 J dessen Höhe 
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2x und dessen Basia dydz ist. Dahßv ist das swisehen den 
Yorgescbriebenen Grenzen genommene Integral 



ff2xdf^ 



dz 



4 

nichts anderes als die Masse der Kugel, also ^-tvI^. Mithin 
wird ^ 

. 4 
ö 

Dieselben Erörterungen führen, wie leicht zu tibersehen ist, zu 
den Werthen der beiden auderen Anziclmngscomponenten : so- 
mit liat die Anziehung einer Kugel niif einen inneren Punkt, 
zerlegt nach den Ebenen drrier grösöter Kugelkreise, die sich 
rechtwinklig sehne ideu, loigeude Componenten: 

j 4^r „ - 4?r ^ 4jr 

o o, • 3 • , ■ 

Dnreh Znsammensetsnng dieser Componenten ergiebt sieh eine 
Kraft, die naoh dem Mittelpunkte der Kngel hingerichtet nnd 
gleich 

ist ; dieselbe ist also dem Abstände vom Mittelpunkte propor^ 
lional. 

FQr einen ausserhalb der Kugel gelegeiiett Punkt ist 



Daher ergeben die Formeln (6) : 





a.M 




(«2 + 52 ^ elf 








(a2 + 62 4. 




c.M 



falls 



(«2 + + C2f (a2 + ^2 _^ 
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die IfasBe der Kogel ist. . Diese drei Gomponenten setsen sich 
zu einer nach dem Mittelpunkt gerichteten Kraft sneammen, die 

^ M 

isti [S66] Diese Kraft ist also direet proportional der Masse und 
umgekehrt proportional dem Qnadrat des Abstandes vom Kugel- 
mittelpnnkte. 

Fttr ein dreiaxiges Ellipsoid haben wir 

o; s=== cos 4^ , y == sin ^ cos i// , z^k„%mq> msi ip . 

Üm die Formeln (5) zu transformiren, müssen wir zunächst die 
Werthe von dydz, dxdz und «?:ri/y berechnen. Zu diesem 
Zwecke bilden wir das Differential von indem wir (p allein als 
variabel betraeltten, 

dy = kf cos qi cos \p dq) . 

Dann müssen wir, da in dem Ausdruck der Kraft A y constant 
bleiben muss, wenn z sieh ändert^ 

' (/^ = k„ cos (jp sin xp (Up 4- k„ sin </) cos ip dip, 
Os^k, cos q) cos tlfdq> — sin 9 sin ^Ifd^p 

setzen, woraus dui'ch Elimination von dq) folgt: 

dz = kff . 
cos ^ ^ 

Dalior wird schliesslich 

dy dz = k,hf OOS q> amq)dq> d\p . 
Weiter haben wir, da x nur voiv tp abhängt, 

dx = — Ä sin (jp dq ; 

* 

Bilden wir femer die Differentiale von y und zin Be2ug auf die 
Veränderliche tpy so wird 

dy =^ — k, a,m q üiR ip dijj , dz = k„.&ia q coq^j dip\ 

mithin ist v . . - 

dx dy = kk, sin ^ ^ sin ^ dq dxp , 

dx dz = kk„ sin ^ q cos \p dq d ip . 

In diesen Ausdrtteken ist das negative Vorzeichen, das in den 
Formeln &iT dx und dy auftritt, fortgelassen; denn dies Vor- 
zeichen zeigt nur an, dass x und y abnehmen, wenn die Winkel 
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€p und i// wachsen ; dasselbe ist also auf die absolute Grösse der 
Integrale, und diese allein wird geaaeht, ohne Einfluss. Beachtet 
man noch, dass 

k,^ = k'i + c^ ' k,;^ = k'^ + eP- 

ist, so geben die Formeln (5) nach Ansfilhrung der obigen Snb- 
stitution: [367] 



[k"^ + sin (f cos "^ ip + e,- aiu - (p sin 2 1^)* 
jj ik^-^e^ sin^w cos 2 1^ + e,^ sin ^ 



sin 2 



3 » 



JJ (Ä^ + sin - (/> cos ^ -|- sin ^ ^ sin 2 j^j - 

sftmmtliehe Integrale sind von g> = 0 bis- ^ s^zr nnd von 
1^ = 0 bis ^ = 27r zn erstrecken. 
Es sei . 



Q rr sin cp d(p dip 

JJ ik' 4- siu 2 (Y) coa ^ «// -f e,^ 



^it- 4" e?- sin, 2 ^ coa ^ i// + e/^ sin ^ ^ sin ^ j/;) - 

dann lassen sich die Werthe von A, C durch die partiellen 
Ableitnngen von Q folgendermaassen ansdrttcken : 



C=5 c,2kk 



Setzt man weiter zur Abkürzung 



so wird 
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Integrirt man dieaeu Ausdruck uubestimmt nach so wird 

!ip ( k cos (p 



Da nun Jaa integral von (jp = 0 bis> y = J/r zu erstrecken ist, 
HO wird 

_ /* (/0 

dil- J A;'-* + e'^ cos -^«// 4- srn ^^ 

Wird hierin 

_ 4- ^-y- sin i/; 
U'^ -i- e'^l cos 1/^ 

snbstitnirt, so wird 

_ ÖQ ^ 1 r rf^ ^ 

♦ 

und da von ^ = 0 bis = 2 TT zn integriren ist, [SBS] 
mithin schliesslich 



(^2 _|_ ^2)i (^.2 + ^,2]lf ! 

und dies Integral muss für einen unendlich grossen Werth von 
k verschwinden. Denn Q nimmt mit wachsendem k ab und ist 
ftir unendlich grosse Worthe Ton k verschwindend klein. Aas 
diesem Werthe von Q erhalten wir 



{--dk) 



(^2 4.^2)1(^2 4.^^2)^ 



k bk k + ^2) i (^.2 4. ^2)4 ' 

daraus folgt durch einfache liechnung 
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Bezeichnet man noch die Masse des Ellipsoids mit 31, so neh- 
men, da 

wird, die Ausdrücke für A, B, C die Form an : 

(— dk) 



(7) 



= ZaM] 

J i 



B=:^hM 



(— dk) 



C= 3cM\ 

J i 



(^2 + e2j^/^.2_^ß,2)^ 

Alle diese Integrale sind von ^- = 00 bis zu dem Werthe von 
k zu erstrecken, welcher gleich der kleinsten Ualbaxe des gege- 
benen Ellipsoids ist; sie wachsen mit abnehmendem k. Zur wei- 
teren Behandlung der Ausdrücke, welche wir als Lösungen un- 
seres Problems im allgemeinen Falle erhalten haben , reichen 
die Hülfsmittel der gewöhnlichen Analysis nicht aus ; die vor- 
kommenden Integrale lassen sich nicht mehr durch algebraische 
Functionen, Kreisbogen und Logarithmen ausdrücken. Sie ge- 
hören zur Klasse der elliptischen Transcendenten und damit zu 
einem Zweige der Mathematik , j 369] der mit grossem Erfolge 
ausgebildet ist und sich dadurch als fruchtbar erwiesen hat, dass 
er Hülfsmittel und Methoden zur Behandlung mancher speciel- 
len Aufgabe geliefert hat. 

Für einen ausserhalb der anziehenden Masse liegenden Punkt 
gelten die Formeln (0). Die in ihnen auftretenden Integrale las- 
sen sich durch Betrachtung des Ellipsoids mit den Halbaxen 
//, , //„ in derselben Weise ableiten, wie die eben untersuchten 
Integrale sich aus dem gegebenen Ellipsoid ergaben. Da nun 
kk k 

der Quotient , gleich ist der Masse des zuletzt erwähnten 
lih,h„ 

Ellipsoids , dividirt durch die Masse des ersteren , so folgt un- 
mittelbar, dass man in den in (7) auftretenden Integralen nur h 
durch Ii zu ersetzen braucht, um die Anziehungscomponenten 
des gegebenen Ellipsoids für einen äusseren Punkt zu erhalten. 



Din 
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Die beiden Fälle, dass der äiigezogcne riuikt 1) im iunern de.> 
anzieheüden Körpers oder auf de^ssen Oberlläche, oder dass er 
2) ausserhalb der anzielionden Masse liegt, unterscheiden sich 
demuacli lediglich durch die Grenzen der Integrale. Im ersten 
Falle öind die Integrale von dem Wertli unendlich der Integra- 
tionsvariabeln bis zu einem solchen Werthe zu erstrecken , der 
gleich der kleinsten llalbaxe des gegebenen Ellipsoids ist. Im 
zweiten Falle dagegen sind jene Integrale nur bis zu dem Werth 
auszudehnen, welcher gleich der kleinsten llalbaxe h desjenigen 
ElÜpsoids ist, dessen Oberfläche durch den angezogenen Punkt 
geht. Im ersten l'nlle haben die Integrale für alle Punkte im 
Innern und auf der Oberfläche des Ellipsoids dieselben Werthe ; I 
im zweiten Falle aber hängen ihre Werthe noch von der Lage 
des angezogenen Punktes ab. 

Die vorstehenden Formeln , die auf Grund möglichst allge- 
meiner Annahmen abgeleitet sind, sind auf all^ von endlichen 
Flächen zweiter Ordnung begrenzten Körper anwendbar. Der 
Fall der Engel, welcher der Annahme entspricht, dass die bei- 
den Excentricitäten e und e, verschwinden, ist bereits vorher 
gesondert behandelt; nnd da er keine Schwieriger it Tult sich 
bringt) ist es unnöthig, ihn weiter zn discntiren. [370] Dagegen 
verdienen die beiden FftUe, in denen der ansehende Körper ein 
Rotationskörper ist , also entweder em verkflrxtes oder ein ver- 
Iftngertes Sphäroid, eine besondere Beaehtnng. | 

Bei einem verkflrzten Spliäroid sind ^e beiden grösseren 
Halbaxen h, nnd h„ einander gleich; hier ist also e^e, zu 
setzen. Fflr diesen Fall werden die Formeln (7} : 



Die in diesen Ausdrücken auftretenden Integrale lassen sich 
nach den gewöhnlichen Methoden ausfahren und ergeben: 
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6' = 



— (arc % — 



Die Formeln stellen die den Coordinaten a, 5, c parallolon Com- 
ponenten der Anziehung dar, welche ein verkürztes Spliäroid 
auf einen Punkt im Innern oder auf seiner Oberfläche ausübt; 
und zwar ist dahci a der Rotationsaxe parallel. 

T.iegi der angezogene Punkt ausserhalb der Fläche, so ha- 
ben wir nur die halbe Rotationsaxe // desjenigen Sphäroids, des- 
sen Oberfläche durch den angezogenen Punkt geht, zu berechnen 
und in den obigen Formeln Ä . durch den berechneten Werth h 
zu ersetzen, um die gesuchten Ausdrticke für die Anziehungs- 
componenten zu erhalten. Dabei ist zu bemerken, dass die Glei- 
chung, aus der /^ gefunden wird, [371] sich in unserem Falle 
auf eine quadratische Gleichung redncirt, während sie im allge- 
meinen Falle des dreiaxigen EUipsoids auf den dritten Grad 
steigt. In der That wird die Gleiehung ftlr h (p. 29) , faUs 
<?2 = ist, 

• a2 h"- + 
+ 



= 1 



oder 



woraus 



■ • * t 

hi — [a^ + 52 + c2 — ^2) Ä2 _ «2^2 



^a^ + h^ + c^ — <.2 4. ^(«2 +, ft2 + c2 _ g2j2 ^ 4ß2g2 

folgt. 

Bei dem. verUbigerteii SpliärQi^ ^rd ^ine der Halbaxen k, 
oder kf, gleich der kleinsten Halbaze kf was der Annahme e,= 0 
entspricht. Fflr diesen Fall werden die Formeln (7): 



(— dk) 
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Jkik 



-dk] 



Jk^ik 



[k^ + e^)^ 

In diesem Ansdraek ist h der Radius des Aeqnatorialkreises des 
Sphäroids nnd nicht die halbe Rotationsaxe^ welche vielmelir 

yk'^-\-e^ ist. Aendcrn wir die Bezeichnung uiilI ncunon / die 

halbe Rotatiousaxe , so i^t Vk"^ — an Stelle von k zu setzen. 
Um den zn suchenden Fornioln dieselb«» Gestalt zu geben , wie 
den für das verkürzte Sph iroid g-elt enden, vertäut^* hen wir fer- 
ner noch a und h und daher A und B, so dass nunmehr a die 
der Kotutionsaxe parallele Ordinate bezeichnet und A die in der- 
selben Kichtung genommene Anziehongsoomponente darstellt. 
Dann wird 



(— dk) 



[k'^ - e'^y 



[372] Diese Formeln unterscheiden sieh von den Formeln fttr das 
verktLrzte Sphäroid nur daroh das Vorzeichen von e\ was anch 
von vom herein ersichtlich ist Durch Integration erhalten wir 



5 = 



2hM 



C = 



e 
k 

ki 
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Diese Formeln, in denen lg den natürüf'lion Logarithmus be- 
deutrL stellen die den Coordinaten by c parallelen Anziehungs- 
coniponenten eines verlängerten Sphäroids für einen inneren 
Punkt dar; und a ist wiederum der Rotationsaxo parallel. 

Liegt der angezogene Punkt ausserhalb des Sphäroids, so 
ist zunächst die halbe Rotationsaxe h desjenigen Sphäroids zu 
berechnen, dest^en Oberfläche durch den .angezogenen Punkt 
geht; dazu dient der folgende Aosdruek: 



2Ä2 = «2 + + C2 + ^2 4- }/(a2 + ^2 + ^2 + c^/— ^a^e\ 

Beachtet man, dass a die zu h parallele Ordinate ist, so findet man 

die gesuchten Anziehungscomponenten, wenn mau einfach in 
den für eiuen inneren Punkt geltenden Formeln /i statt /v setzt. 



Ostwftld's lüuaiker. 11). 
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Theorie der Änzieliimg homogener Mpsoide 

(Tlieoria attractionis corporum spliacroidicorum ellipti- 
Gorum homogeneorum methodo nova traotata) 

von 

Carl Friedrich Gauss. 

Der Küüigl. Gesellschaft der Wissenschaften vorgelegt 

HUI Ib. März 1813. 

OommeBtationeB societatis rcgUe Bcientiarum Gottingensis rccea- 

tiores. Yol. II. Gottingae 1813. 



1. 

[1] Die genaue Bestimmung der Anziehung, welche ein 
homogenes £llip8oid anf einen beliebigen Pnnkt ansflbt , gehört 
bekanntlich zu den schwierigsten ^Aufgaben der physischen 
Astronomie ; mit derselben haben sich schon seit Netcton'% Zei- 
ten verscliiedene Geomett r ^leiclisam wetteifernd besehcUtigt. 
Der gro.sse Neicton selbst iliat den ersten Schritt, indem er die 
Kraft zu finden lehrte, mit welcher ein durch Rotation einer 
halben Ellipse um eine ihrer Axen entstandenes Sphiiroid einen 
auf jener Axe gelegenen Punkt anzieht. Zugleich stellte er eioe 
Beziehung zwischen den Anziehungen für alle Punkte auf, die in- 
nerhalb des Sphäroidü auf demselben Durehmesser liegen (Prin- 
cip. Lib. I Prep. XCIj. Sodann bestimmte der scharfsinnige 
Mac Laurin durch eine sehr elegante synthetische Betrachtung 
die Anziehung für Punkte, die auf der Oberfläche des Sphä- 
roids oder in der erweiterten Ebene des Aequators liegen. 
[2' Dadurch war zugleich die Theorie «ior Anziehung für Punkte 
iniicrlialh des Sphäroids, die nach dm .Vc^'/-/o/rr^p]ien »Satze 
leicht auf die für Punkte der Oberfl.lclie zurückzutüliren war, 
Yolldtäiidig erledigt (De caussa physica Üuxus et reüuxuä maris, 
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im Kecucil des pieces qui ont remportc les prix de l'acad. roy. 
des sc. T. IV: Treatise of fluxions Bd. I Ch. 14). Die Resultate, 
welche Mac Laurin synthetisch entwickelt liatte, lehrte später 
Lagrange nicht weniger elegant mittels der Analysis (der vor- 
her derartige Fragen unzugänglich zu sein schienen) ableiten 
nnd balmte damit den Weg zu weiteren Fortschritten ^Nonv. 
Mein, de TAcad. de Berlin 1 773). Noch aber blieb die An- 
ziehung für Punkte /u erniittein, die ausserhalb des Sphäroids, 
und zwar weder aui der Axe noch in der erweiterten Ebene des 
Aequators. Hecken. Diesen schwersten Theil des Problems zu 
erledigen gaim^ Legendrc (Recherches sur l'attraction des sph^- 
roides homogenes, Memoire^ presentr^s :\ l'acad. roy. des sc.T. X). 

Die allgemeinste hierher gehörige Untersuchung betrifft die 
Ansiehnng derjenigen Sphäroide, die nicht durch Rotation ent- 
standen sind, sondern deren Schnitte mit beliebigen Ebenen El- 
lipsen sind. Diese Untersuchnng hatte bereits Mac Laurtft be- 
gonnen ; doch hatte er sich auf die Anziehung solcher Punkte 
beschränkt, die auf einer der drei Axen liegen. Zu dem üaupt- 
Satze , auf dem die allgemeine Lösung des Problems wesentlich 
beruht, war Legendre in der vorher erwähnten Abhandlung 
zwar schon durch Induction gelang, aber erst Laplaee glückte 
es, Alles streng zu beweisen und so die Lösung nach allen Sei- 
ten bin zu Tenrollkommnen (Eist de l'aoad* roy. de Paris 1782 ; 
die Lösung ist auch mitgethellt in den Werken Theorie du moure- 
ment et de la fignre elliptique des planstes und M^canique Ce- 
leste Vol. H). 

Die £aj9/ace'sche Lösung verdient wegen ihrer Eleganz nnd 
ihres Scharfsinns allgemeine Bewunderung; aber gerade der 
Umstand y dass es besonderer Femheiten und Kunstgriffe be- 
durfte, um die grossen Schwierigkeiten der Aufgabe zu Uber- 
winden, erweckte bei den Geometem den Wunsch nach einer 
einfacheren, weniger yerwickelten und mehr directen Lösung. 
Dieser Wunsch wurde nicht yoUständig erftlllt durch einen nenen, 
von Legendre gegebenen Beweis des Hauptsatzes (Hist. [3] de 
Tacad. roy. des sc. 1788, Sur les integrales doubles), wiewohl 
die darin gezei:^te ausserordentliche analytische Gewandtheit von 
allen Geometeiu anerkannt wurde *). Nachher haben noch Biot 



*) lieber die letztgenannten beiden Lösungen fällte z. B. Lagrange 
folgendes Urtheil : On ne peut regarder leiirs Solutions quo eomme des 
chefs-d oeuvre d'analyse, mais on peut dusirer oncore une Solution 
plus directc et plus simple ; et h>s jirogres continuels de Tanalyae doa- 
nent lieu de Tesperer. Nouv. Mein, de Berlin 1793 p. 263. 

4» 
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und Plana den Versuch gCDiacht . die Lösung zu vereinfachen 
(M^m. de l institnt T. VI ; Memorie di matematica e di fisica 
della societa, italiana T. XVj ; aber auch diese beiden Lrisungen 
gehören , wie jeder leicht zugeben wird, zu den verwickeltsten 
Anwendungen der Analysis. 

Wir hoffen daher, dnss den Mathemnflkern und Astron r>mon 
eine neue Lösung des ho berülimten Problems nicht unwiil- 
komrneTi sein wird, die einen ganz andern Weg einscliliigt und, 
wie wir glauben, eine solche Einfachheit besitzt, dafis^nichts zu 
wünschen übrig bleibt. 

Di© eigentliche Lösung der Aufgabe wird nur wenige Seiten 
amfassen. Doch haben wir es der Mühe für werth gehalten, 
bevor wir auf das Problem , dem diese Abhandlung gewidmet 
ist, eingehen, einige Vorbetrachtangen, die anoh bei andern Ge- 
legenheiten zweckmässig verwendet werden können, etwas all- 
gemeiner nnd ausfahrlicher zu entwickeln, als es unser Zweck 
direct erfordert hätte. 

2. 

I 

Wir wollen ganz allgemein einen endlichen Körper von be- j 
liebiger Gestalt betrachten, der von dem übrigen unendlichen j 
Räume durch eine einzige zusammenhängende Fläche getrennt 
ist oder auch , falls der Körper einen oder mehrere Hohlräume 
umschliesst, durch mehrere derartige, mit einander nicht zusam* 
menhSngende Flächen; die Gesammtheit dieser Flächen wollen 
wir einfach als Oberfläche des Körpers bezeichnen. Wir denken 
uns diese Oberfläche in unendlich kleine Elemente ds getheilt; 
ein Punkt P des Elements ds habe, auf drei zu einander senk- 
rechte Ebenen bezogen, die Coordinaten [4] a?, y, z. Die Linien 
PX, PF, P/j seien den Coordinatenaxen parallel und nach den 
Seiten hingerichtet, nach denen die Coordinaten einen positiven 
Zuwaehs erhalten ; ferner sei PQ die naeb aussen gerichtete Nor- 
male der Oberfläche. M sei der beliebig gelegene angezogene 
Punkt, seine Coordinaten seien a, 5, c nnd der (stets positiv zu 
nehmende) Abstand PM = r. Die Winkel, welche die Gerade 
PM mit PX, Pr, PZ bildet , woUen wir mit MX , MY, MZ 
und die Winkel zwischen PQ einerseits und PX, PY, PZ, PM 
andrerseits mit QX, QF, QZ, QM bezdcluien« Alle diese | 
Bezeichnungen beziehen sich auf beliebige Punkte der Ober- 
fläche; sobald es sich aber um mehrere bestimmte Punkte 
der Oberfläche handelt, wollen wir die gleichen Buchstaben 



Digitized by Google 



Theorie der Anziehung homogener Ellipsoide. 53 



gebrauchen, zu denselben jedoch verschiedene Indices hinzu- 
fügen. 

3. 

Wir (lenken uns eine Ebene, die zur Coordiuateuaxe ^- senk- 
recht steht und so liegt, dass, wenn ihre Gleichung x — a ist^ 
a kleiner ist als der kleinste Werth , den die a:-Ooordinate auf 
der Oberfläche des Körpers annimmt. Wird der Körper auf diese 
Ebene projicirt, so erhält man in derselben eine endliche Figur, 
die wir in unendlich kleine Elemente d2: zerlegt denken wollen. 
In dem Punkte il eines Elements werde eine Senkrechte 
(oder eine zur Coordinatenaxe x parallele Gerade) errichtet, 
welche den Körper in den Punkten P, , P2 > A schneiden 
möge; die Anzahl dieser Punkte ist ofi^enbar eine gerade. So-> 
dann mögen auch in den einzelnen Punkten des UmfangB von 
f/2 Senkrechte auf der Ebene von errichtet werden. Diese 
Lothe, welche eine Cylinderfläcbe in weiterem Sinne bilden, 
mögen aus der Oberfläche des Körpers die Elemente ds^ , d92i 
ds^ etc. ausschneiden. Das Element d2 ist dann die Projection 
der einzelnen Elemente dsi , ds^y ds^ etc., und daraus folgt, dass 

d^ = dr db\ cos QX^ 
= ± ds2 cos QX2 
8=s zh ds^ cos QX3 

ist. Dabei gilt das obere oder untere Zcielu'n, je nachdem der 
Winkel, dessen Cosinus in der Formel auftritt, ein spitzer oder 
stumpfer ist. Da nun die obige Senkrechte in P, in den Körper 
eintritt, in P, aus demselben heraustritt, in P3 wiederum ein- 
tritt etc., so erkennt man leicht, daas der Winkel QXj ein stum- 
pfer, QX2 ein spitzer, QX^ wiederum ein stumpfer ist etc., so 
dass 

d2 = — dsy cos QXy 
=s + ds2 cos QX2 
= — ds^ cos QX3 

ist [5] und daher auch, da die Zahl der Theile eine gerade, 
dsi cos QXi + d82 cos QX2 + ds^ cos QX3 + * - * = 0 . 

liehaudelu wir alle tlbrigen Elemente d2 ebenso und summireu, 
so erhalten wir das folgende Kesultat: 
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Satz 1. 

Das Aber die ganze Oberfläche eines Körpers er- 
streckte Integral 

Jds cos QX 

bat den Werth Null. 

Ganz ebenso findet man das allgemeinere Resultat, dass das 
Integral ^ 

/i^ cos QX + CTcos Qy+ Fcos QZ)d8 

versebwindet, wenn 7, 27, F rationale Functionen bezeicbnen, 
deren erste nnr von y nnd die beiden anderen nur von x nnd 
z resp. nur von z und y abhängen. 

4. 

Da die Volumina der Theile des betrachteten Cylinders, die 
von der Projectionsebene bis zu den Punkten P], P^y 1\ etc. 
reichen, resp. gleich . [x^ — «) , d2 .[x^ — a) , d^ .[x;^ — a) 
etc. sind, so ist der Tbeil des Körper^olumens, der innerhalb 
des Cylinders liegt, 

= — Xi d2 + 3*2 d2 — d2 -|_ . . . . 

= dsi . Xi cos QXi + . x^ cos QX^+ds^^x^ cos QX3 + • • • ; 

und daraus erhalten wir durch Summation über alle d^ das 
Kesultat: 

Satz II. 

Das Volumen eines Körpers wird durch das Uber 
die ganze Oberfläche erstreckte Integral 

fds . X cos QX 

ausgedrückt. 

Offenbar kann man dasselbe Volumen auch durch die Inte- 
grale 

J^ds . ^ cos Q Y und J'ds . z cos QZ 
ausdrücken. 

5. 

Wir wollen uns nun ziinüclist den ganzen Cylinder mit Masse 
von gleicliftirmi^er Dichtigkeit gcfttUt denken und ermitteln, 
welche Anziehung die einzelnen Kiemente desselben auf den 
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Punkt 3f «isflben. Der Oylinder werde en diesem Zweeke durch 

Ebeneo, [61 die einander unendlicli nahe und der Basis parallel 
sind, in Elementarcylinder getheilt. Einer derselben, der an 
dem Punkte ^, rj, L liegt, hat das Volumen .d^. Sein Ab- 
stand vom Punkte JI iät 

Q = y^a^ + (6 - ijf + (c- CjS 

und daher erhftlt man f&r die AnziehimgY die dieser Elementar^» 
eylinder snsILbt, den Ansdruck d2.*d^ ./[q], falls /^q) das An- 
ziehnngsgeseiz bezeichnet. Da nun fttr den ganzen Cylinder § 
allein Ter&nderlich ist, so wird QdQ= — [a — und daher 
die Anziehung des Elements 

Zerlegen wir diese in drei den Coordinatenaxen parallele Theil- 
kräfte, deren Richtungen denen jener Axen entgegengesetzt 
sind I 80 wird die erste derselben = — /{q) . . d2 . Setzen 
wir nnn 

/f{Q)dQ = F{Q) , 

so wird die x-Componente der Anziehung, welche ein von der 
Basis d^ bis zu dem Punkte, dessen erste Goordinate § ist, rei- 
chender Cylinder anf den Punkt M ausflbt, 

= — [F{q) — Coü&i]d:^ = — [FiQ] — F{E}] dS , 

wenn B den Abstand der Basis d2 vom Punkte M ausdrückt. 
Daraus folgt, dass alle innerhalb des Cylinders liegenden Theile 

des Körpers ciuo Anziehung ausüben, deren ;2:-Comjpouente 

^ {F{rt} - F{rj) + F{r,) }dS 

= — F(ri)ds^ cos QXi — F{r'^ds2 cos QX2 
-^F{ri)dSiCOB{QX^)— 

wird. Stelleu wir dieselbe Ueberlegung auch für alle übrigen 
Kiemente d^ an, so ergiebt sich der Batz: 

Satz III. 

Die der .r-Axe parallele und zu dieser Axe ent- 
gegengesietzt gerichtete Anziehung eines Körpers 
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anf einen Punkt 71/ wird ansgedrückt durch das ttber 
die ganze Oberfläche erstreckte Integral 

-^/F{i ;d8Cü& QX. 

Ganz ebenso lassen sidi natürlich die nach den beiden andern 
Hauptiielitungeu genommenen Anziehuugscomponeiiten durch 
die Integrale 

—ft\r) eis cos U Y, —/F{r) da cos QZ 
ausdrucken. 

6. 

[7] Wir schlagen nanmehr einen andern Weg ein. Um M 
als Mittelpunkt denken wir uns eine Kugelfläche beschrieben, 
deren Radius =1 ist, und diese Fläche in unendlich kleine 
Elemente getheilt. Ist II ein Punkt der Kugelfläche, der dem 
Element angehört, so ziehen wir den Radius 3/77 und ver- 
Iftngern denselben, falls es erforderlich ist, beliebig über die 
Kugelfläche hinaus. Es seien , P2, P3 etc. die Punkte, in 
welchen der in Rede stehende Radius die Oberfläche unseres 
Körpers nach einander schneidet, wobei jedoch der Pnnkt M 
selbst, wenn er etwa anf der Oberfläche liegt, nicht mitgerech- 
net wird. Die Anzahl dieser Punkte ist entweder eine gerade 
oder eine nngerade, je nachdem der Funkt M ansserhalb oder 
innerhalb des festen Körpers liegt ; auch ttbersieht man leicht, 
dass der Fall, in dem M anf der Oberfläche des Körpers liegt, 
entweder dem ersten oder dem zweiten Falle zugezählt werden 
muss, je nachdem der Radius MH anfänglich aus dem Innen- 
räum des Körpers austritt oder in denselben hineintritt. Wir 
denken uns femer von M gerade Linien nach dem Umfange der 
kleinen Fläche dS gezogen ; diese Yerbindungslinien, die eine 
Kegelfläche (in weiterem 8inne) bilden , mögen aus der Ober- 
fläch e des Körpers an den Punkten P, , P^, P3 etc. resp. die 
Flächenelemente c/ä,, ds2j ds^ etc. ausschneiden. Endlich mö- 
gen durch die Punkte 7^,, P-,, P3 etc. Kugelfläclieu mit dem 
Mittelpunkte M und dcu lUidion 

Pi — ri , MF2 = r2 , -MPs = rs etc. 

beschrieben werden ; und die Fläohenelemente, welche der vor- 
her betrachtete Kegel aas jenen Kugeln ausschneidet, mögen 
«f(Ti, da^y da^ etc. sein. Alle hier vorkommenden Flächentheil- 
chen d^f ds^j da^ etc. wollen wir als positiv ansehen. Dann ist 



Digitized by Google 



Theorie der Auziehung homogener EUipsoide. 57 
^ ^ do^ ^ do2 do^ 

Das Flächentheilchen kann als die Projection von dsi auf 
eine zur Geraden PjJ/ senkrechte £bene angesehen werden. 
Daher wird 

c/aj = zh c/.vi cos MQi , 

wobei das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
MQi ein spitzer oder stumpfer Winkel ist Der erstere Fall tritt 
ein, wenn die von Fi nach M gezogene Gerade bei Pj ans dem 
Körper anstritt, d. h. wenn M ausserhalb des Körpers liegt, der 
zweite dagegen, wenn die Gerade P|Jlf bei Pi in den Körper 
Antritt, d. h. wenn M innerhalb des Körpers liegt. Ebenso wird 

da^ = ds2'C0ä MQi , da^ =; ± ds^ cos MQ^ etc. 

[8] Mithin bat man, 

I. wenn jlf ausserhalb des Köpers liegt: 

dsi cos MQ^ = -f- r,2(/:j , 

ds2 cos JtfQj s= — Ti'^dS , 

dsi cos MQi = + r.^' , 



il. wenn M innerhalb des Körpers liegt, ist dagegen : 
ds^ cos JKfQi = — Ti^dSy 

ds2 cos MQi = + r2^d^ , 
da^ cos MQ^ = — r^^d2 , 



Im ersten Falle wird daher, da die Anzahl der Gleichungen eine 
gerade ist, 

d9x cos MQi , ds^ cos Jf Q2 , cos MQ^ . 

— 7^2 — + — — + • +--- = 0; 

Im zweiten Falle dagegen, wo die Anzahl der Gleichungen eine 
ungerade ist, wird 

dsxCO^MQx . ds^coaMQ^ , ds^ cos MQ^ , 

Z-2 1 1- rt ' "1 = — . 

r,* r^* r-i* 

Behandelt man alle Elemente ebenso und Bummirt. so erhält 
man links offenbar das Uber die ganze OberÜäche des Körpers 
ausgedehnte Integral 
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ds cos Mü 



während sich auf der rechten Seite im ersten Falle 0 ergiebt, 
im zweiten dagegen die gesammte Oberfläche der mit dem Ra- 
dius 1 beschriebenen Kugel, negativ genommen, d. h. — 4 7r, 
falls H den halben Umfang eines Kreises vom Radius 1 be- 
zeichnet. 

Der Fall, dass 3f auf der Oberfläche des Körpers liegt, be- 
darf einer bcbuudereii iietrnrlitung. Man denke siich die Ebene, 
welche die Oberfläche des Körpers in M berührt ; diese theilt 
die Kugelfläche in zwei gleiche lialbkugeln, und zwar liegt eine 
derselben auf derselben Reiten wie der Innenraum des Körpers 
bei die andere auf d( r entgegengesetzten Seite. Hinsichtlich 
aller Elemente dl . die auf der ersten lialbkügel liegen, ist der 
Punkt M als ein innerer anzusehen, für alle übrigen als ein äus- 
serer. Daraus ergiebt sich, dass man durch Summation aller [9] 

ds^ cos MQ^ . ds% cos MQ^i , ds^ cos MQ^ , 

+ + F,« + 

nur den negativ zu nehmenden halben Flächeninhalt der Kugel 
erhält. Damit ist folgender Satz bewiesen: 



Das ftber die gesammte Oberfläche eines Körpers 
erstreckte Integral 



wird entweder = Oode r= — 2/roder — — 1 r, je nach- 
dem ausserhalb des Körpers liegt oder auf seiner 
Oberfläche oder innerlialb des Körpers. 

üebrigens lässt sich durch dieselben Schlüsse zeigen, dass 
allgemein das Integral 



im ersten Falle verschwindet, wenn P irgend eine rationale 
Function der Grdssen cos jK/X, cosil/y, cos ilfZ bezeichnet. 



Satz IV. 
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7. 

Das Volumen des obigen K^gelrannis vom Seheitel bis zn 
den Punkten Pi, P2, P3 etc. ist resp. gleich 

oder 

d= dsi 008 JfQi , + eoBMQi , rh^r^ds^ cosüfQs ete., 

wobei die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem M 
au^serlialb oder iiinerhallj des Körpers liegt. Im ersten Falle 
aber gehören dem Innenraum des Körpers die Theile des Kegels 
von Pt P2 , von 7^1 bis P4 etc. an, im zweiten Falle dagegen 
die Theile des Kegels von 71/ bis Pj , von P^ bis Ps etc. In bei- 
den Fäll( u wird daher der Theil des Körpers, der iuuerbalb 
des über der Basis d2^ constnürteu Kegeiä liegt, 

SS — I [ridSi eosif Qi + r2 d^ eos jlf + ds^ oos Jf Q3 +•••}• 

Verfährt man mit allen Elementen d2: ebenso und summirt, so 
ergiebt sich als Itesultat: [lOJ 

Das Volumen eines Körpers ist gleich dem über 
die ganze Oberfläche desselben erstreckten Inte- 
gral 

— ^ftda cos MQ . 
8. 

Wir wollen weiter annehmen, dass der Körper gleichförmige 
Dichtigkeit besitzt, und dass seine einzelnen Elemente auf den 
Pnnkt M eine Anziehung ausüben , die irgend einer Function 
der Entfernung proportional ist, so dass, wenn q den Abstand 
eines Elements von dem angezogenen Punkte bezeichnet, die 
Anziehung ausgedrückt wird durch das Volumenelement, mnlti- 
pUcirt mit /[^). Wir denken uns zunächst unsern Kegel, der 
über der Basis dl liegt, ganz mit Masse geftUlt und durch un-* 
endlich nahe Eugelflächen, die um Jf als Hittelpunkt beschrie- 
ben sind, in unendlich kleine Theile getheilt. Liegt ein solches 
Element an der Kugel, deren Radius ^ ^ ist , so ist sein Volu- 
men Q^dQ,d2 und daher die Kraft ^ mit der es auf JKf wirkt, 
dS.Q'^f[())dQ, Setzt man noch 
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so erkennt man, ilasä 

d2l0(Q) 0(0)] 

die Anzieltuiig desjenigen Thoiles des Kegels ausdrückt, der vum 
Scheitel bis zum Abstand q von M reicht, oder dass aligemeiner 

die Anziehnng eines SMckes des K^els darstellt, dessen End- 
f ftelien die Abstände q and q' vom Scheitel haben. Von allen 
Thdlen unseres Körpers, die innerhalb des Kegels liegen , wird 
daher der Punkt M in der Eichtung MII angezogen mit einer 
Kraft, die gleich 

dS[—0(rt) + 0{ri) - 0{r^) + • • •] 

wird, falls M ausserhalb des Körpers 11^, die dagegen gleich 

d^l^ a>(ü) + Ö>(i'0 — 0{r2) + a)(r,) ] 

ist, wenn M innerhalb des Körpers liegt. Diese Kraft lässt sich 
auch folgendermaassen au.^drucken: 

im ersten Falle ist dieselbe 

dsi0{ri) cos MQi ds^ 0 {fj) cos MQ^ 

~ 

dsi0{r^^) cos JIfQa 

Während im zweiten Falle zu dem vorstehenden Ausdruck uocli 
daä Glied 

— c/2.(/i(0) 

hinzukommt. [11] Mnltipliciren wir den eben gefundenen Aus- 
druck mit cos MXf so erhalten wir die Kraft, mit welcher die 
innerhalb des Kegels gelegenen Theile des Körpers den Punkt 
in der der Coordinatenaxe x parallelen und entgegengesetzten 
Richtung anziehen. Daher wird die Kraft, mit welcher der ganze 
Körper in derselben Richtung wirkt, ausgedrückt durch das über 
die gesammte Oberfläche des Kurperd erstreckte lutegrai 

fd80{7) COS MQ cos MX 

-J 7^ ' 
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falls der angezogene Punkt ausserhalb des Körpers liegt; wenn 
dagegen innerhalb des Körpers Vic^t, muss man zn obigem 
Ausdruck noch das über die ganze Kagelflächc erstreckte In- 
tegral 

— a)(o)./rf2co8 jfx 

hiuzutiigen. Man sieht ferner ohne weiteres, dass in dem Falle, 
wo M auf der Oberfläche des Körpers liegt, zwar dasselbe In- 
tegral 

— ©(0)./tf2co8j!fX 

hinzuzufügen ist, dass aber dieses Integral jetzt nur über die 
halbe Oberfläche jener Kugel zu erstrecken ist, und zwar ul er 
diejenige Halbkugel, welche von der die Oberfläche (1< s Ivörpers 
in M berührenden Ebene begrenzt wird und auf derselben Seite 
dieser Ebene liegt wie der Innenraum des Körpers am Punkte 
31. Um den Werth des letzterwähnten Integrals zu bestimiiK n, 
betrachten wir den von jener Halbkugel und der Tangential- 
ebene begrenzten Raum. Es bezeichne 0 den Winkel, den eine 
beliebige zur Oberfläche dieses Raumes senkrechte und zwar 
nach aussen gerichtete Linie mit einer zur Coordinatenaxe x 
parallelen Geraden bildet. Dann verschwindet nach dem ersten 
8atze das über die ganze Oberfläche unseres Eaomes erstreckte 

Integral /J« . cos $, Wird daher das nur Aber den ebenen Theil 
der OberiSäche erstreckte Integral mit/ bezeichnet, so mnss das 
über den krnmmen Theil der Oberflftche erstreckte Integral — J 
sein. Für den krnmmen Theil MM aber ds mit nnserm d2 zu- 
sammen, während 6 = 180° — MX wird. Darans folgt, dass 

— f cos MX , über die Halbkugel crt^trcckt , = - — J wird. 
In dem ebenen Theil der Fläche ist ferner 0 constant und gleich 
dem Worllie von QX im Punkte M, so dass J gleich wird 
dem Producte aus dem Cosinus dieses Winkels und dem Flächen- 
inhalt des ebenen Flächenstücks, der — rr ist. Daraus folgt, 
dass das über die oben deünirte Halbkugel zu erstreckende 
Integral 

— 0(0]/ dS cos MX — TT 0(0) cos QX 

ist, falls für QX der Werth dieses \\ inkels im Punkte M ge- 
nommen wird. Ganz ebenso findet man für das über die andere 
[12] Halbkugel erstreckte Integral den folgenden Werth 

— 0{O)/d2 cos 31 X == + >r (^(oj cos QX , 
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so dass das über die ganze KugelHäche atis«:cdohiito Integral 
gleich ^all wird. Aus alle dem folgt das Eesullat: 



Die der Coordinatcnaxe x parallele, aber Liit^^c- 
gengcsctzt gerichtete Anziehung eines Körpers iiuf 
einen Punkt M wird dargestellt durch das über die 
ganze Oberfläche des Körpers zu erstreckende In- 
tegral 



mag ilf ausserhalb oder innerhalb des Körpers liegen. 
Doch ist zn obigem Ausdruck noch das Glied 



hinzuzufügen, falls M auf der Oberfläehe selbst 
liegt; dabei ist fttr QX der bestimmte Werth zu neh- 
men, den jener Winkel in ^hat. 

Ganz ebenso kann man die Theilkrftfte, welche in den zn 
den Ooordinatenazen z parallelen und ihren entgegengesetz- 
ten Richtungen wirksam sind, durch die Integrale 

_ r^/^ (P(y') cos itfq cos JfF _ / ^/^(^(rlcosi/QcoBiT/^ 

ausdrücken ; doch sind, falls M auf der Oberfläche des Körpers 
üegt, noch die Glieder 

— 7t 0(0) cos Q Y resp, — tt Ö> (0) cos QZ 

hinzufügen und diibci lür die Winkel die Werthc zu nehmen, 
welche sie im Tunkte M liaben. 

üebrigens ist leicht ersichtlich, daäs die drei Kräfte 

— 7ira>(0)cosQX, — 7Fa>(0)co8Qy, — ?ra>(0)cosQZ 

einer einzigen Kraft äquivalent sind, die = — /c(^>(0), die fer- 
ner auf der Oberfläche senkrecht steht und nach innen ge- 
richtet ist. 

Offenbar würde die EntwickeluDg des Integrals 



unndthig gewesen sein , wenn die Function / so beschaffen ist, 
dass man <2) (0) == 0 setzen kann ; doch haben wir es rorgezogen, 



SaU VI. 




— 7rÖ>(0) cos QX 



0(O),/d:^ cos MX 
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die Untersuchung ganz allgemein durchzuführen. Sobald man 
aber annimmt, dass die Anziehung der dritten oder einer höhe- 
ren Potenz des Abstandes umgekehi-t proportional ist, sieht 
man, dass man das in Rede stehende Glied nicht fortlassen kann, 
dass vielmehr 0(0) = oo wird. Daraus folgt, dass bei einer 
solchen Annahme ein anf der Oberfläche des Körpers gelegener 
Punkt mit einer unendlich grossen Kraft an den Körper gepresst 
wird. ^ 

9. 

[13] Durch die bisher entwickelten Methoden haben wir In- 
tegrale, die über das ganze Volumen eines Körpers zu erstrecken 
gewesen wären (dreifache integrale), auf solche roducirt, die nur 
über die Oberfläche jenes Körpers auszudehnen sind ; und diese 
fieduction ist auf doppelte Weise bewerkstelligt. Nun kann man 
eine Fläche analytisch durch eine Gleichung zwisehen den Co- 
ordinaten ar, y, z ausdrücken, d. h. durch eine Gleichung ?F= 0, 
falls W eine Function der drei Yariabeln z bezeichnet; 
wir kdnnen diese Function als von jeder Irrationalität frei an- 
nehmen. Die Differentiation yon W möge ergeben 

rfBT = Tdx + Udy + Vdz ; 

dann sind jT, U, proportional den Cosinns der Winkel, welche 
eine auf der Oberfläche senkrechte Gerade mit Linien bildet, die 
den Coordinatenaxen parallel sind, d. h. der Winkel QX, QY^ 
QZ, Daraus folgt, dass 

-4— y 

cos Q,X = - ~ > 



cosQy = 



cos QZ := 



y2'2 + cra -|_ 

±U 

± V 



yri + 1/2 4- F2 

ist; aber es bleibt noch zweifelhaft, ob die oberen oder unteren 
Zeichen zu nehmen sind. Um dies zu entscheiden , nehmen wir 
auf der Geraden PQ , die in P auf der Oberfläche senkrecht 
steht und nach aussen gerichtet ist, einen Punkt P' an, der 
dem Punkte P unendlich nahe liegt und von ihm den Abstand 
PP' = dw hat. Dann werden die Coordinaten des Punktes P' 
resp. 
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X 4- cos QX =s X -\- dXy 

y + • cos Q Y — y -\~ dy , 
z + dw . cos QZ =i z +dZf 

uad daher wird der Zuwachs , den der Werth der Funclioii W 
vom Pankte P (wo er » o ist) bis znm Punkte F' erhält, [14] 

= dto . (Tcos QX + UeoBQY+ Fcos QZ) 

Daraus erkennt man, dass die oberen Zeichen gelten, wenn die 
Function T^F einen positiven Werth annimmt, sobald man sich 
vom Innenraum des Kcirpers entfernt, und demgomäss einen ne- 
gativen, wenn man in den Innenraum hineingeht; dass aber im 
entgegengesetzten Falle die unteren Zeichen gelten. Da nun 
unsere Oberfläche einerseits den Innenraum des Körpers von 
dem übrigen Räume trennt andrerseits aber die Theile des Rau- 
mes, in denen W einen positiv en Werth hat, von denen scheidet, 
für welche der Werth der Function W negativ ist, so wird, all- 
gemein zu reden, entweder der W^erth der Function TF' aus- 
serhalb des K'>rper3 positiv, innerhalb negativ sein, und dann 
sind die oberen Zeichen zu nehmen ; oder die Function TFwird 
ausserhalb des Körpers negativ, innerhalb positiv, und dann 
gelten die unteren Zeiclien. 

Die Cosinus der tibrigen Winkel, die in unsern Formeln anf- 
treten, kann man noch leichter entwickein. Es ist nämlich 

a = r cos MX , ^ = y -J- r cos J/Y, c = z-\- r cosifefZ, 

daher 

cos MX = ? , cos MY = ^ ^ , cos MZ == ^ ^ • 



Endlich wird nach einem sehr bekannten Satze 

cosikf Q= cosil^X . cos QX + cos Jif F. cos Q Y+ cos MZ . co&QZ 
oder 

ryu^ + v% + w^ 



Digitized by Google 



Theorie der Anziehung homogener EUipsoide. 65 

10. 

[15] Um feiner die obigen Oberfläohenmtegrale zu ermit- 
teln, ist es nOthig, die zu integiirmideD DifferentialaQsdrficke so 
za transformireiiy dass sie nar zwei Variable entlialteii. Dies kann 
zwar dadnreli geschelien, dass man eine der Variabein x, y, z 
mittels der Gleiehnng W= 0 eUminirt; aber meistentheÜs wer- 
den die so gewonnenen Formeln zn wenig geschmeidig. Besser 
ist es, zwei nene Variable q einzufahren derart, dass sowohl 
27, als y; als als Fnnctionen dieser Variabein zu betrachten 
sind. 

Sobald man den Grössen q bestimmte Werthe beilegt, 
sind anch y, z bestimmt; d. h. zu jenen Werthen gehört ein 
bestimmter Punkt der Oberfläche des Körpers. Diese gegen- 
seitige Beziehung tritt noch klarer vor Augen , wenn wir uns 
eine unbegrenzte Ebene denken, deren ciiizcliic i'iinkte durch 
die rechtwinkligen Koordinaten />, q bestimmt werden. Jedem 
Tunkte der Kbene entspiicliL dann ein Punkt auf der Oberfläche 
des Körpers, und zwar nur einer, wenn die Beziehung eine der- 
artige ist, dass y, z eindeutige Functionen der Variabein /?, 
q sind. Wenn auch umgekehrt durch Xj y, z die Groisen q 
völlig eindeiiti? bestimmt aind, so wird jedem Punkte der Ober- 
fläche des K(jipri> nur ein Punkt der Ebene entsprechen; und 
die Ebene muss in diesem Falle allseitig ins Unendliche ausge- 
dehnt werden, weini iiiau die ganze Oberlläche des Körpers er- 
halten will. In iimlcren Fällen ist es nur nötliig, einen Theil 
der Ebene zu betrachten, der entweder ganz im Endliclien liecrt 
oder sich ins Unendliche erstreckt; und dieser Theil wird dann 
gewissermaassen ein Bild der Oberfläche des Körpers darstellen. 

Wir denken uns nun die lilbene durch unendlich viele Linien, 
die theils der Abscissenaxe parallel sind, theiis auf derselben 
senkrecht stehen, in Elementarrechtecke zerlegt. Ein derartiges 
Element, dessen Eckpunkte die Ooordinaten - 

p,q \ p-\-dp,q \ p,q-\-dq \ p + dp, q + dq 

besitsen, bat den Flächeninhalt dp , dq. Dies Element entspricht 
einem parallelogrammförmlgen Elemente [16] auf der Oberfläche 
des Körpers, dessen vier Eckpunkte die Ooordinaten haben : 

II. X -\- Idp , y }i dp , z -f- t'dp ; 

III. X + '^-'dq ' 2/4- p dq , z -\- l' dq \ 

IV. X -j- hlj) + l'dq^ y 4- ^idp -ir^i dq^ s + vdp 4- y dq^ 

Oaiwftld'^KlMsikef. 10. J 
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falls wir anuehmen, dass 



dx^Xdp'\- X'dq^ dy =^ j^idp + ft 'dq y dz = vdp + v'dq 

sei. Die l'rojectionen des zuletzt erwälinten Fläclienelements, 
welches wir mit ds bezeichnen wollen, auf drei zu den Coordi- 
nateoaxen z senkreohte Kbenen sind, wie man leicht findet, 
resp* gleich 

•±:{^v'^rfi')dpdq, ±:{vX*^Xv']dpdq, •±:{Xfii'^fik')dpdq; 

und daher ist nach eiBem allbekannteu Satze der Flächeninhalt 
dcB Elements selbst 



ds = dpdq*V{fiy''-vfif + {pI' — Xvf + (Ifi' fil'f , 



Hieraus ist crsicktlicli, dass die einzolnrn lnti^9:rale, die in un- 
seru sechs Sätzen vorkommen, sich aui die 1 urm 



bringen lassen , wo S explicite oder implicite eine Function der 
beiden Variabein q ist; und dass ferner die Integration ent- 
weder über die ganze unendliche Ebene zn erstrecken ist oder 
Aber den Theil der Ebene, auf dem die ganze Oberfläche nnseres 
Körpers gleichsam abgebildet ist. Zur Ausführung der Integra- 
tion selbst bedarf es bald dieses, bald jenes Kunstgriffs ; darüber 
lassen sich allgemeine Regeln nicht anfstellen. 

Uebrigens ist noch znbemerken, dass, wenn man die Werthe 
fttr X, y, Zy durch p und q ansgedrackt, snbstitnirt, die Fnneüon 
TF nothwendig identisch gleich Knll werden muss, dass daher 
auch identisch, d. h. unabhängig von den Werthen von dp und 
die Gleichung erflQllt werden muss: 

0 = {)/£ + fiU+vV)dp + {k'T-\-fiU-{-v'V}dq. 

Dazu ist erforderlich) dass [17] 



ist. Daraus folgt, dass die Grössen fiv' — i\u', vV — Xp'y 
A/i' — ]x)J resp. deu Grössen T, Z7, V oder den Cosinus der 
Winkel QX, QY, QZ proportional werden. Man hätte dies 
auch schon aus dem oben Gesagten schliessen küiinen; nur 
würde dann unentschieden geblieben sein, ob das eine oder das 
andere Vorzeichen zu nehmen ist. 




IT +fiU + rV = 0 
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11. 

Nach diesen allgemeinen Untersuchungen wenden wir uns 

speciell den Körpern zu, durch welche jene Untersuchungen ver- 
anlasst sind, nämlich den Ellipsoiden. Wird der Mittelpunkt 
zum Ani'aiigopuukt der Coordinat(!n genommen, und werden die 
Halbaxen mit A, Bj C bezeichnet, so ist die Gleichung der Ober- 
liäclic 

^2 iJ2 ^ C2 

Da 

ist, so folgt, dass W für alle Punkte innerhalb des Kr^rpers ne- 
gative, dagegen für Punkte ausserhalb positive Werthe annimmt. 
Ferner wird 

A^* B^' a^' . 



8etzt man noeb 



V 






so wird demnach 



cosQX = --^, cosQy:= , cos ==: -r"^ 



COS Qif - - + + ' 



12. 

Wir führen nun zwei Hülfsvariable q ein derart, dass 

SS ^ cos /> , ^ =: ^ sin j9 cos ^, 2 = C7 sin sin ^ 

wird. [18"! Man übersieht leicht, dass sich die ganze Oberfläche 
des Ellipsoids ergiebt, wenn^ von 0 bis 180**, q aber von 0 bis 
360^ varürt. Ferner hat man 

X = — Ahmp^ fi s=s BeoBpcoaq^ ^ = Ccosj? sin 
A'=0 , ft' = — J5 sin^ sin j^, i'' = Csinpcos^; 

5* 
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•17 

/cy' — i'/i' — BG cos j9 sin jp = sie /> ■ -^^ » 



/ty — 


< 


vV — 


Iv' 


A/i' — 





y 

£2 » 



A/i' — /teil' = AB sin^p sin ^ = ^2^0 sin/? • — • 

Da nnn sin p innerhalb der oben festgesetzten Grenzen llberall 
eine positive Grösse ist, so ist zn setzen 

ds = dj) dq ABC ip ünp. 

Wendet man diese Formeln auf den zweiten Satz an, so wird 
das Volumen oder (wenn man die Dichtigkeit s 1 annimmt) die 
Masse des Körpers 

^ dq ABC cos 2jt? sin , 

also, wenn man zuerst nach q integrirt, 

= IjcJdpABC cos^jp sinp = \7t ABcJdp (sin p + sin 3jp), 

und dies Integral ist zwischen den Grenzen = 0 und p = 180" 
zu nehmen. Daraus ergiebt sich das bekannte iiesuitat, dass die 
Masse = | ABC ist. 

13, 

Um die Anziehung zu bestimmen, welche das EUipsoid auf 
irgend t inen Punkt ausübt, falls die Anziehung jedes Elements 
Iiis dem (,)ujidrate des Abstandes vom angrezo«^eiien Punkte um- 
gekehrt proportional vorausgesetzt wird, hat man 

/('•] = ^. ^>j = -p (l>[r) = r. 

Es sei -\ die der Coordinatenaxe x parallele, aber zu ihr ent- 
gegengesetzt gerichtete Compouento der Anziehung des Eüip- 
soids, und es werde 

X^ABCS 
gesetzt. Daun ist nach Öatz III 
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[19J imd daher 




dpdq cos p sin p 



Ar 



Ferner erhalten wir aus Satz VI 




dp dq sin p 

^•3 




Endlich giebt uns Satz IV 




dp dq sin^> f j 



— , {b — y)y j_ i^—A^^ 



j2 ßi -t- " (7'2 J 



0 



oder 



4yr 



je nachdem der Punkt M ausserhalb oder innerhalb des ElUp- 
soids liegt. 

Wir betrachten nun die Grössen ^4, B, C als besondere 
Werthe von drei Veränderlichen a, y, die jedoch so beschaf- 
fen sind, dass — ^2 ^^2 — y2 constant sind. Dann kann 
^ als eine Fanetlon der Variabein or^ ß, y oder vielmehr einer 
von ihnen angesehen werden. Die gleichzeitigen Variationen 
der Grössen ^, a, ß^ y wollen wir durch den Buchstaben d be- 
zeichnen. Aus der Gleichung 1 ) folgt sofort, dass, wenn 
y ins Unendliche wachsen, ^ über alle Grenzen abnimmt, da 
dann offenbar auch der kleinste Werth von r Uber alle Grenzen 
wächst. Es wird also ^ = 0 für a = 00. Man bringe nnn die 
Gleichung (1) auf die Form 



und fahre dann die durch das Zeichen 6 ausgedrückte Differen- 
tiation aus, so ergiebt sich 




^5 + = 




dp dq cos p sin p.dr 



Es ist aber 
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= — (a— rr]cos p.da^(b—y)BinpeoBq.dji— [c—z] Bmp^mq.dy 

[20] da 

ist. Daher wird 

Zieht man von dieser Gleichung die Gleichung (2) ab, nachdem 
man sie mit da multiplicirt und darin -4, C mit a, /i^, y ver- 
tauscht hat, so wird 

JJ — — 



Die rechte Seite der letzten Gleiehnng wird nach Gleichung (3) 

entweder = 0 oder = — ~^^^~"» nachdem M ausserhalb 

oder innerhalb des Ellipsoids liegt. Es wird daher im ersten 
FaUe 

(4) d|=0, 

im zweiten aber 

Die Gleichung (4) lässt iinmitt(;lbar erkennen, dass i: constant, 
oder (lass die Anziehiingscomjjuiiente X der Masse proportional 
ist für alle Ellip^^oide, bei denen (c- — ß- und a' — constante 
Grössen sind, d. h. für alle, deren drei Hauptschnitte Ellipsen 
mit denselben Breimpiinkten sind, jedoch nur, so lange der an- 
gezogene Punkt ausserhalb des Ellipsoids liegt. Da dieser Schluss 
in aller Strenge rifbfig bleibt, wie nahe auch die Oberfläche des 
Ellipsoids dem angezogenen Tunkte kommt, so gilt derselbe 
notliwendig auch noch für das EUipsoid, dessen Oberfläche durch 
den angezogenen i.*unkt selbst geht. 
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Damit ist die Aufgabe, die Anziehung eines Ellipsoids auf 
einen äusseren Punkt zu bestimmüii, iiuf zwei andere Aufeaben 
zurückgeführt, nämlich erstens auf die Bestiinitiuug der .^Lxen 
eines anderen Eliipsoids, das dieselben Breunpunkte besitzt wie 
diu gegebene und durch den angezogenen Punkt hindurchgeht, 
und zweitens auf die Berechnung der Anziehung eines Eliipsoids 
für einen auf seiner Oberfläche gelegenen Punkt. Die erste 
dieser Aufgaben hflngt von der Lösung einer kubischen Glei- 
chung ab, von der sich leicht zeigen lässt, dass sie stets eine 
einzige reelle AVur/xd [211 besitzt; bei dieser Autgabe zu verwei- 
len, dürfte überilüssig sein. Um aber die zweite Aufgabe zu lö- 
sen , betrachten wir den zweiten der obigen Fiiüo , in welchem 
der angezogeue Punkt innerhalb des anzielieudeu Körpers 
liegt. Da ■ 

ist, so substituire man diese Werthe in (5) und setze zugleich 
A 

— =: l, Duhr tolgt 
a 

0^ = 



-n-(-^)"][-(-5)"] 

oder, wenn man als Differentiationszeieheu den Buchätabon d 
anwendet und integrirt: 



4a/r I 



n-('-5)"]['-(-s)"] 

und dies Integral ist zwischen solchen Grenzen zu nehmen, dass 
es fftr < szs 0 verschwindet und für das bestimmte EUipsoid) des- 
sen Axen Aj C sind, bis ^ 1 m erstrecken ist. Wir haben 
daher 



f^dt 



n-i'-si'-ii'-i-s)"] 



wobd das Integral zwischen den Grenzen ^ = 0 und ^ = 1 zu 
nehmen ist. Offenbar ergeben sich die den Axen z parallelen 
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Anziehmigscompoiienteii hieraus unmittelbar, wenn man a, A 
mit B, reap. mit Cy C vertauscht. 

Die leiste Formel ergiebt die Anziehung fflr alle Punkte in* 
nerhalb des Ellipsoids, und da sie streng richtig ist, wie nahe 
auch der angezogene Punkt der Oberfiäche des Ellipsoids liegt, 
so gilt sie auch noch fttr Punkte, die auf der Oberflftche liegen. 
Die Anziehung Air äussere Punkte aber ist bereits auf die fttr 
Ponkte der Oberfläche zurttckgefflhrt ; und daher ist unsere Auf- 
gabe nunmehr Tollständig gelOst 

Die Gleichung (6) lehrt ausserdem , dass alle ähnlichen und 
ähnlieh liegenden Ellipsoide auf einen nnd denselben inneren 
Punkt genau die gleiche Anziehung ausüben. Denkt man sich 
daher ein solches Ellipsoid in mehrere Schalen [22]gctheilt, deren 
innere und ^uissore Grenzflächen zur Ubcrliäehe des gegebenen 
Ellipsoids ähnlich und ähnlich liegend sind, so tragen nach dem 
Obigen die einzelnen Schalen, welche den Punkt umliüUcu, zu 
der Anzieluing, welche dieser Punkt erleidet, nichts bei. Es 
bleibt also nur die Anziehung des inneren Kerns übrig, dessen 
Oberfläche durch den angezogenen Punkt geht. 



14. 

In Betreff des in Formel (G) auftretenden Integrals bedarf es 
keiner auslührlichen Erörterung. Bekanntlich hängt dasselbe 
von höheren Transcendenten als Kreisbogen und Logarithmen 
ab, wenn alle drei Halbaxen B, C ungleich sind; in diesem 
Falle uiuss man daher seine Zuflucht zu Reihen nehmen. Die- 
selben convergiren um so schneller, je weniger das Ellipsoid 
von der Kugel abweicht. Wenn aber zwei der Grössen B, C 
gleich sind, z.B. A = B. in welchem Falle das Ellipsoid durch 
Rotation einer Ellipse um die Axe 20 entstanden ist, so wird 

wenn C <^ A angenommen und 

~j = cos <jp oder y 1 — == sm (p 

gesetzt wird. Falls aher C^A ist, so wird 
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Die ADziahnng in der zur Axe y parallelen nnd entgegen- 
gesetzten Biehtung ergebt sieh , wenn man in diesen Formeln 
a mit b Yertansoht Daraus folgt, dass die beiden bisher be- 
trachteten Theilkräfte einer einzigen ELraft äquivalent sind , de- 
ren Richtung auf der Axe 2(7 senkrecht steht, nnd deren Inten- 
sität man erhält, wenn man in der eben abgeleiteten Formel an 
Stelle yon a den Abstand des angezogenen Punktes von dieser 
Axe setzt. 

[23] Endlich ist die der Axe z parallele nnd entgegengesetzt 
gerichtete Anziehungscomponente fttr den Fall B = A 



Daraus folgt, falls C7<i ^ ist nnd man, wie oben, -j = cos ^ 
setzt, der Werth 

47te cos w ,^ . 
falls aber A ist, ergiebt sich 



\7teA^C . C+ VC-^ — A^ 47tcA^ 
lg 



^Q2 ^2ji A^ 

Wenn endlich alle drei Grössen A, Bj C einander gleich 
sind, d. h. wenn der anziehende Körper eine Kugel ist, so wer- 
den die Anziehungen nach den drei Hauptrichtungeu 

d, h. sie sind identisch mit den Kräften . welche die durch den 
angezogenen Punkt gelegte, zur gegebenen concentrische Kugel 
auf diesen Punkt ausüben würde, falls ihre Masse im Mittel- 
punkte coucentiirt wäre. Daraus folgt von selbst, dass Punkte 
ausserhalb der Kugel ebenso angezogen Averden, als wenn 
sich die ganze Masse der anziehenden Kugel im Mittelpunkte 
befände, was zuerst Newton gezeigt hat. 



Digrtized by Google 



74 ^^fl Friedrich Gauss, Tiieorie der Anziehung etc. 



Zusatz. 

Als die yorstehende Abhandlung schon niedergeschrieben 

war, lernte ich , von Laplace aufmerksam gemacht , eine vor- 
treffliche Abhandlung von Ivoi-y in den Philosophical Trans- 

actions für das Jahr 1809 kenucn; darin ist derselbe Gegenstand 
nach einer Methode Lcluuidelt. die von der von Laplace und 
Legendr e benufyien ganz verschieden ist. oMit grosser Eleganz 
zeigt jener (kometcr, wie die Anziehung eines äusseren Punktes 
auf die ciues inneren, d. h. der Theil der Aufgabe, der immer 
für den schwierigeren galt, auf den leichteren zurückgeführt 
werden kann. Die Methode indessen, nach der er diesen zwei- 
ten Theil behandelt, ist recht complicirt [24] und beruht zum 
Theil, ebenso wie die von Laplace für äussere Punkte benutzte 
Methode, auf Betra<^'htungcn von unendlichen lieihen, die nicht 
immer convergireu, und das hätte schlechterdings vermieden 
werden müssen. Uebrigens wird man bei genauerer Pruiuug 
finden dass diese Lösung von Frort/, die, oberflächlich betrach- 
tet, eine gewisse Aehnlichkeit mit der hier gegebenen zu haben 
scheint, auf völlig verschie <1 r ii o r Grundlage beruht, und 
dass beide Lösungen fast nichts gemeinsam haben als die Be- 
nutzung der Yariabeln, die oben mit p und q bezeichnet aind. 
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Neue Lösung des Problems der Anziehung eines 
heterogenen Ellipsoids auf einen äusseren Punkt 

von 

M. Chasles. 

[LiouviUe Journ. d. Math. T. V, 1840, p. 465—488.] 

r465^ 1. Vi II unserem Prol»lem liabf icli eiiiL* Lflsnn^; liereits 
früher mitgetheilt, und zwar in einer A})handhmg, die demnächst 
in dem Recueil des Savants etrangers erseheinen wird. fVerg-l. 
den Bericht von Poinsot, Coinptea rendiis V. VI p. süS, Sitzung vom 
11. Juni 183S.] In der genannten Arbeit war ich hauptsächlich 
bestrebt, die synthetiselie ^fethode von MacJaurin Aveiter aus- 
zubilden und mit TTnlfp dii x r Methode die schonen Kesultate, 
zu denen jener englische (bM-meter srelangt war, zu veralltre- 
meinern. Diese Verallgemeinerung mittels der Analysis v.w lin- 
den , war lange Zeit hiudurcli selbst den Bemtthungen eines 
jy Ahmhert (Opuscules math^m. T. VI, VII) und Lagrangc 
(M^m. de l'Acad. de Berlin 1773, 1771, 1775 und 171)3) miss- 
lungen; endlich jedoch waren Legendre (Kecuoil des Savants 
^trangers, T. X, 1785; Mem. de TAcad. des Scienc. 1788) und 
Laplace (M^m. de lAcad. des Scienc. 1782 ; M^canique Celeste 
T. II, livre IV) auf zwei ganz verschiedenen Wegen zum Ziele 
gelangt Indessen schien jene Verallgemeinernng [466] nach 
dem Urtheil hervorragender Analytiker der synthetischen Be- 
handlung gänzlich nnzngänglich zn sein. 

Anmerkung. Legendre sagt darüber am Schlnss seiner LOsung 
ftlr den Fall eines äusseren Punktes : »Dies Problem ist wahrschein- 
lich eins von denen, auf welche die synthetische Methode nicht an- 
wendbar ist" i'Mera. d. l'Acad. d. Scienc. 178S p. 48Ü). 

Poisson spricht seine Ansicht dahin aus, dass allein die Analj'sis 
schwierigere Probleme losen könne, während die Synthcsis dazu 
ausser Stande sei. Nur NewUmh Principia mathematica Phitosophiae 
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«atmalis bildeten eine Ausunlime von der Regel. Er fügt dann fol- 
gende Bemerkung hinzu: »Man kOnnte noch die schönen SUtze von 
Maelaurin über die Ansiehnng eines EUipsoids anftthren; aber wenn 
es auch richtig ist, duss in dieser Frage die Analysis anftdigB yonder 
Syntltosis überholt ist, so liat erster" (^urli dnrdi Lagrmigc bald wie- 
der einen Vorsprang gewonnen, und die 1 ra^^e iicss sich vollständig 
nur durch auaiytiacho Trans lurmationen lösen, die nicht auf der Hand 
lugen, und welche durch synthetische Betrachtungen nicht hStten er* 
setzt werden können« (Note sur lo mouveraent de rotation d'un corps 
solide, gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 26. Mai 1834). 

Der Weg, den ich in meiner ersten Arbeit eingeaehlagen 
habe, besteht darin, die Anziehung der einzelnen Massentheit- 
eben derjenigen beiden Ellipsoide, welche in dem Maelaurin- 
sehen Satze anftreten, zu yergleichen. Damit ist gewissermaas- 
sen die Quelle und der eigentliche Gmnd dieses merkwürdigen 
nnd berühmten Satzes aufgedeckt. Die in Rede stehende Lo- 
sung ist an nnd fftr sich einfach, erfordert indessen die Kenntniss 
mehrerer neuer geometrischer Eigenschaften der Flächen zwei- 
ten Grades; die Ableitung der letzteren aber beruht auf geome- 
trischen Betrachtungen , die ziemlich schwierig sind nnd daher 
diese Ldsnng weniger praktisch erscheinen lassen, w^ügstena 
so lange nicht die geometrischen Methoden, die seit einem Jahr- 
hundert sehr vernachlässigt sind , ihre frühere Beliebtheit wie- 
dergewonnen haben. In der vorliegenden Lösung vermeide ich 
jene Betrachtungen, da ich gleich von vorn herein die Anziehnng 
der einzelnen Schulen , aus denen die beiden MacIau7 {/t.\c\\Gji 
KUipsoide bestehen, mit tinaiider vergleiche. Dabei genügt mir 
die Kenntniss einer einzigen l^]igenschatt dieser Flächen ; und 
diese ergiebt sich aus einem bekannten Satze , demselben, auf 
dem der schöne Satz von Ivorj/ über die Anziehung der üllip- 
soide beruht. 

Auch diese zweite Losung ist synthetisch wie die erste; 
sie führt ohne Rechnung auf einen geometrischen Ausdruck für 
die Anziehung, welche eine unendlich dünne, zwischen zwei 
ähnlichen Flächen liegende ellipsoidisclie Schale auf irgend 
einen äussen^n l^unkt ausübt. I^m von hier zur Anziehung des 
ganzen Ellipsoids zu gelangen, betrachtet mau dasselbe als [467] 
zusammengesetzt aus uneTidlich dünnen Schalen, deren jede zwi- 
schen zwei ähnlichen 1 "lachen liegt; und man hat dann nur noch 
den für die Anziehung einer der Schalen gefundenen Ausdruck zu 
integriren. Doch muss man diesen Ausdruck zuvor noch in eine 
geeignete analytische Form bringen , indem man alle darin auf- 
tretenden Grössen als Functionen einer Variabein darstellt. Letz- 
tere Variable lässt sich so wählen, dass man annehmen kann, die 
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Diehfifirlveit des EUipsoids ändere sich von einer »Schale zur an- 
dern nach irgend einem Gesetz , das von dem äusseren Durch- 
messer der Schale abhängt , wälireud jede einzelne »Schale ho- 
mogen ist. Man gewinnt so einen Ausdruck für die Anziehung, 
welche ein heterogenes Ellipsoid auf einen äusseren Punkt aus- 
übt. Dies Resultat nmfasst bekanntlich auch den Fall eines in- 
Bcren Punktes und damit die voUstäxidi|fe Ldsung des Problems. 

2. Der geometrische Satz, auf den wir ttns stützen werden, 
lautet folgendermaassen ; 

Nimmt man auf der Oberfläche eines von zwei 
Eliipsoiden, deren Hauptschnitte dieselben Brenn- 
punkte besitzen, zwei Punkte m beliebig an und 
nennt S' , m' die beiden correspondi r enden Punkte 
der Oberfläche des andern, so sind Sm' nnd S'm 
gleich.*) 

Bekanntlich hat Ivory als eorrespondirend zwei solche 
Pnnkte der Oberflächen heider Ellipsoide hezeiohnet, deren zu 
irgend einer Hanptaze parallele Goordinaten sieh ebenso zn ein- 
ander verhalten, wie die entsprechenden Halbaxen heider El- 
lipsoide. 

3. Wir denken uns zwei ähnliche, ähnlich liegende nnd con- 
centrische EUipsoidflächen Aj B nnd bezeichnen mit c die 
Halbaxen der einen, mit »a, n^, die der andern. Dann sind 
die Gleichungen heider Flächen 

«2 ^ 62 ^ C2 "~ ' 

a2 ^ ^2 + — « • 

■ 

Wir nehmen ferner an, dass Jedem Punkte m des Raumes, des- 
sen Goordinaten [468] x, z sind, ein anderer Punkt m* ent- 
spreche, dessen Goordinaten x\%j\ z' mit denen des Punktes 
m durch die Gleichungen 

X a y h z c 

~ / ~Z* ' ~'7i TT ' "jT ~~7 

X a y o z c 

verbanden sind, wobei a\ h', c' drei wiilküriiche Coefücieuten 
sind. 



*) Den P>ewei8 dieses Satzes findet man in dem ersten Zusatz am 
Schiuss dieser Abhandlung. 
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Den beiden gegebenen Flächen entspreoben danii zwei an- \ 

dere Flächen ^4', B\ die ebenfalls ähnlicbe und ähnlich liegende 
Eülpsoido sind ; das Verhältniss homologer Durchmesser beider 
ist u. 

Die beiden Flächen A \ B* besitzen folgeiuk Eigenschaft: 
Irgend ein Theil des zwischen beiden Ii Agenden Vo- 
lumens stellt zu dem entsprecli end cn T hei 1 des zwi- 
schen den beiden ersten Flächen liegenden Volumens 

d' h' c* 

in dem constanten Verhältniss — ; — . Denn die zwischen 

abc 

den Coordinaten zweier entsprechenden Punkte bestehenden 
Gleichungen ergeben 

et' b' c' 

dx' dy' dz' = dxdydz . 

4. Den unbestimmten Coefficienten a', b'y c' wollen wir jetzt 
solehe Werthe beilegen, dass zwischen ihnen nnd den drei Grös- 
sen Oy h, e die beiden Gleichungen 

— b"^ == a"^ — b'^t 

bestehen. Dann haben die llauptschnitto der Flächen A und A' 
dieselben Brennpunkte ; und ein Gleiches gilt für die Haupt- 
schnitte der beiden andern Flächen B\ 

Wir nehmen weiter an, dass die beiden ersten Flächen yl, B 
einander unendlich nahe liegen ; es findet dies statt, wenn n un- 
endlich weni^ von 1 verschieden ist. Beide Flächen schliessen 
dann eine unendlich dünne Schale ein, die A zur äusseren, B 
zur inneren Grenzfläche hat. Ebenso schliessen die beiden an- 
dern Flächen A \ B' eine unendlich dünne Schale C" ein, und 
zwar begrenzt A' dieselbe von aussen, B' von innen. 

5. Es ergiebt sich Iciclit, dass die längs ein n?id dci - 
Relben Hauptaxo gemessenen Dicken beider Schalen 
sich zu einander verb alten wie die auf jener Axe 
liegenden Halbmesser der äusseren Grenzflächen. 

Denn sind a und a' die eben erwähnten Halbmesser, so sind 
71 na' die Halbmesser der inneren Grenzflächen. Die [468] 
Dicken beider Schalen sind daher 

da^a-^na^ da' =p a' — 7ia\ 
und ihr Verhältniss ist 
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da' a 



damit ist der obige Satz bewiesen. 

6. Es seien S* zwei feste, einander entsprechende (cor- 
respondirende) Pankte auf den beiden Anssenfläehen 
A'; es seien ferner zwei andere eorrespondirende 
Punkte anf denselben Flächen, Vv, dv' dagegen die Yolnmen^ 
elemente beider Schalen an den Punkten m^m'. Wie oben ge- 
zeigt, ist dann 

dv ahc 

älP^ a'b'c' * 

ferner ist nach Nr. 2 
iolgUcli ist auch 

dt) dv' ahc 

« 

di) dv' 

Bildet man nun die Ansdrflcke — ^ nnd ~ fQr alle Massen- 

771 s m S 

theilchen beider Schalen und addirt dieselben, so ergiebt sich 

- ^f ; — ^ == =s dem Verhält niss dtrVolumina bei- 

^ mS' ^ m S a b c der Schalen, 

Anmerkuui^. Denn da Ar-r-^ das coustante Volumenverhält- 

a b c 

niss irj^end zweier entsprechenden Massoiitlieilchon ausdrückt, sn ist 
derselbe Ausdruck gleich dem Verhältuiää der V olumina der Schalen 
selbst. 

Die eben abgeleitete Gleichung drückt eine geometrische 
Eigenschaft beider Schalen aus, die ftlr sich allein hinreicht, um 
die Frage nach der Anziehung der EiUpsoide völlig zu erledigen. 

Anmerkung. Wir haben angenommen, dass jede der beiden 
betrachteten Schalen zwischen zwei 470] ähnlichen und ähnlich lie- 
genden Ellipsoiden liegt, weil für die folgende Erörterun;? j^rade der- 
artige Schalen in Fraue kommen. Man kann indessen leiclit zeigen, 
dass der obige Satz auch für zwei unendlich dünne Schalen gilt, de- 
ren innere FDEchen eine beliebige Glestalt besttzeni falls dieselben nur 
einander entspreolien und die beiden AussenflSohen EUipsoide mit 
denselben Brennpunkten sind* 

7. Bekanntlieh sind die nach den Coordinaten t/, z des 

di^ 

Puiktes S' genoimneneii Abl«tongeii des A«*kudB 
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die Ooni]i Mit Ilten der Anziehung, weiche die Schale C auf den 
Tunkt tS' ausübt. 

Denn der Ausdraok fUr die Anziehung, welche das bei m gelegene 

Hassentheilebeil dv auf den Punkt S' ausUbt, ist , und die der 

«-Axe parallele Componente dieser Anaiebung ist 
=n=^* cos {^'m, x). Nimmt man nun an, dass 

der Punkt S' in der Kirhfiing der Abscisse x um 
dx verschoben wird, uud nennt s die neue Lage 
dieses Punktes, aber das von s auf mS' ge- 
füllte Lothj 80 ist in dem rechtwinkligen Dreieck 
spS' 

S'p = Ä'* . cos J?Ä'« — S'9, COSmS'« . 

Nun ist S'p die Ditlereuz der beiden Kadien ms^ 
mS'; also ist S'p das DHferential Yon m8'. Femer ist tS' gleich 
dx> Somit hat man 

^ Igt . 

dmü' s= — dx .QOS{S'm,x), also coB{S'm,x) e= j— — • 

Die ur-Coiupoueute der Anziehung, welche das Theilchen do auf 
ausübt, wird also 

dv bfnS' . ^ mS' 

— — ^^-v ^dO'—z — • 

[471] dv ist von den Coordinaten des l'unktesÄ', mithin von der 
Yariabeln, nach der differentiirt wird, unabhäDgig; man kann daher 
für den yorigen Ausdruck schreiben 

dv 




d 



0 X 



Die ^-Componente der Gesammtauaiehung des Kürperä ist daher 
w. z. b. w. 

Nehmen wir nunmehr an, dass von den beiden Schalen C 
die ssweite von der ersten nmhflllt wird , so liegt der Punkt S' 
innerhalb der inneren Grensfläehe VQn O, Nach dem Newion- 
schen Satze"*) erfährt dann der Punkt S' von der Schale O 
gar keine Wirkung. Die Differentialqnotienten der Snmme 



*i Siehe Zusatz II am Öchluss der Abliaudluug. 
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y\ sind dalier Null, d. Ii. diese Samme ist constant fflr alle 
^ mS 

Lagen des Pnnktes *S'' im Innern des von der inneren Grenz- 
fläche von C amachlossenen Eaumea'^'j. Der oben abgeleiteten 

Gleichung zu Folge hat also auch die Summe "S^-^. einen con- 

stanten Werth für alle entsprechenden Lagen des Punktes 
d. h. fftr alle Punkte der Fläehe Somit hat sich folgender 
Satz ergeben: 

Dividirt man jedes Massentheilehen einer nnend« 
lieh dflnnen Sehale, die von zwei ooncentrisohen, 
ähnlichen nnd Ähnlich Hegenden Ellipsoiden be- 
grenzt wird, durch seinen Abstand von einem ausser- 
halb der äusseren Grenzfläche der Schale gelegenen 
Pnnkte, so hat die über alle Massentheilehen der 
Schale erstreckte Summe der so gebildeten Ausdrücke 
denselben Werth fflr alle Punkte auf einem EUipsoid, 
dessen Hauptschnitte dieselben Brennpunkte be- 
sitzen wie die Haup tsehnitte der äusseren Grenzfläche 
der Schale. 

Ftlr den Werth dieser Summe gilt die Gleichung : 

^ dv' a'h'c' ^ dt) 

^'w/S ^ "äbc' * ^mS' ' 

[47d] 8. Wir betrachten nun eine andere Scliale C", die 
der Schale C ganz analog ist, d. h. die zwischen zwei Eliip- 
soidflächen A'\ B" liegt, die einander ähnUch sind, und deren 
Hauptschnitte dieselben Brennpunkte haben wie die Flächen 
Auch diese neue Schale liege, wie C, ganz im Innern 
der Schale (7. Es seien a", h", c" die Halbaxen der Aussen- 
fläche A", femer und m" die Punkte von A^^ die zu den 
Punkten jS'nnd fn von A correspondirend sind. 

Dann ist 

Wie bereits erwähnt, hat aber die Function ^ — ^ ffir alle 

^ mjS 

Lagen des Punktes S' in dem voü der Schale C umschlossenen 
Räume denselben Werth, In diesem Kaume liegt auch der Punkt 
Daher ist 



*) Siehe Zusatz III am Scbluss der Abhandlung. 

Ostwald s Klassiker. lU. (i 
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Aus den beiden ietsten Gleichungen folgt 




^ m iS ^ m ö a 0 c 



und darin liegt der folgende Satz : 

Jede von zwei nnendlich dünnen ellipsoidischen 
Schalen werde von zwei ähnlichen und ähnlich lie- 
genden £llipsoidflächen begrenzt; die Hauptschnitte 
der Anssenflftehen beider Schalen mögen dieselben 
Brennpunkte haben, ebenso die Hanptsehnitte der 
beiden Innenflächen. Dividirt man dann jedes Mas- 
sentheilchen durch seinen Abstand von ein nnd dem- 
selben äusseren Punkte und addirt die so erhal- 
tenen Ausdrucke sowohl fflr die eine als fflr die an- 
dere Schale, so verhalten sich beide Summen zu 
einander wie die Volumina der Schalen. 

9. Die beiden letzten Sätze drficken ein&che geometrische 
Eigenschaften der von uns betrachteten ellipsoidischen Schalen 
aus. Man kann diese Sätze indessen noch anders aussprechen, 
so dass sie Eigenschaften der Kräfte darstellen, mit welchen jene 
Schalen einen und denselben [473] äusseren Punkt anziehen. 
Der erste Satz ergiebt dann die Richtung jener Kräfte, der 
zweite das Verhältniss ihrer Intensitäten. Daraus kann man 
leicht die absolute (Trosse jener anziehenden Kräfte ableiten ; 
und damit ist dann das rroblem der Auzieliun^ eines EUipsoids 
vülULaadig gelost. 

10. Wir haben in No. 7 gesehen, dass die Summe ^ — rr, 



einen coiistanten Werth hat tiir alle Lagen des Punktes *S' auf 
der Fläehe A, Daraus folgt bekanntlich, dass die Fläche A auf 
der iUchtung der Anziehung, welche die Schale C auf den Punkt 
6' ausübt, senkrecht dteht. 

Per Beweis für diese Behauptung lässt sich sehr oinfiich führen. 
In Nr. 7 haben wir gesehen, dass, wenn man vom Punkte zu einem 



der liichtung des Elements Äs genommene Componente der Anziehun<^ 
ist, welche die Schale 6" auf den Fuukt 6 ausübt. Liegt nun das 
Linienelement &^ auf der Flüche A, so ist 



ünendlich nahen Punkte 9 Ubergeht, der Ausdruck 




die in 
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Mithin ist die Cumpononto der Anzichuug nuch dar liichtuug ^& 
gleich Null. Das gilt, welche Lage das in Bede stehende Clement 
auf der Fläche A auch haben mti^e ; somit folgt» dass die Anziehung 
die Richtung der Normale jener Fläche hat. 

Hiernaeh kann man den in No. 7 bewiesenen Batz folgender- 
maassen aussprechen: 

Die Anziehung, welche eine unendlich dttnne, 
von zwei concenirischen, ähnlichen und ähnlich lie- 
genden Ellipsoiden begrenzte Schale auf einen äus- 
seren Punkt ausübt, hat die Richtung der Normale 
desjenigen EUipsoids, welches durch den angezoge- 
nen Punkt geht, und dessen Hauptschnitte dieselben 
Brennpunkte haben, wi e die Ii auptaclinittc der äusse- 
re u G r e 11 z n ii e Ii e der Schal e. 

[474] Mit anderen Worten heisst das: 

Die N i V i: a Ii f l äc h e u für die A n z i e Ii u n g der S c Ii a l e 
sind Ellipsoide, deren Hauptschnitte dieselben 
Brennpunkte haben wie die Ilauptschnitto der Aus- 
senfläche der Schale. 

Daraus folgt, dass diese Aussenfläche selbst eine iSiveau- 
fläche ist; d. h. dass die Anziehung, welche die Schale 
auf einen IMiukt ihrer Aussenfläche ausübt, die 
Richtung der Normale dieser Fläcko hat. 

Anmerkung. Poisson hat für die Richtung der Aoziehung der 
Schale einen anderen Ausdruck abt-^oleit^^t ; er findet dass jene Rich- 
tung ztisaramenfiillt mit d e r A x e d c s i e n i g e ii d e r S c h ji 1 e u ni - 
äciiriebeneu K.cijela, desseii iScneitcl der angezogene 
Punkt ist (H^m. df. l'Aoad. d. Science T. XUI). SUiner hat dar 
für einen sehr einfachen geometrischen Beweis gegeben, der auf dem 
A'etc^ow'schcn Satze biiiiht , wf)nach die Scli;ilo auf einen in ihrem 
Innenraume gelegenen Punkt keine Wirkung ausübt ( Crelle, J. f. Math. 
XU. p. 141, 1834). 

Später habe ich das Puissoti sehe Resultat dircct bewiesen, ohne 
den Satz vou Newton zu benutzen. Mein Beweis beruht auf einem 
geometrischen Satze, den ich in lyieinem Apercu historique p. 392 ab- 
geleitet hnbc ver'i-l. .Tonrn. de TKcnle polyt. Cah. XXv p. 2f»ni. 

Der üben abj4cleitete Satz liat vor dem PotMow'schen den Vorzug, 
dass er auf d i e N i v e au f i ä c h e u für die Anziehung der Schale fuhrt. 
Diese Flächen hat man bisher in der Theorie der Anziehung noch nicht 
betrachtet; ihre Benutzung aber ist oft von Vortheil. Ich habe fer- 
ner gezeigt, dass der obige Satz eine unmittelbare Anwendung in der 
Theorie der Elektricität sowie in der der Wärme gestattet, Theo;-icn, 
Avek lie der der Anziehung ganz analog sind (vergl. Journ. de l Ecole 
polyt. Cah. XXV}. ... 
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1 1. Die letzte Gleiehung von Ko. 8 ergiebt 

m's) \^m" ^) _ a'b'c' 

Die Axe x kann dabei eine beliebige Kichtung haben. Nun drücken 
die beiden Diilerentialquotienten , wie wir oben gesehen haben, 
die der Axe x parallelen Componenten der Kräfte aus, mit de- 
nen die Schalen C und C" den l'uiiki A anziehen. Die vor- 
stehende Gleichung enthält daher den folgenden Satz : 

Wenn zwei unendlich dünne ellipsoidischc Scha- 
len, deren jede von zwei ähnlichen F lächen begrenzt 
ist, so liegen, dass ihre Ausscnflächen dieselben 
Breunpunkte haben und ebenso ihre Innenflächen, 
so üben diese Schalen auf einen und denselben äus- 
seren Punkt anziehende Kräfte aus, deren nacli ein<^r 
beliebigen Richtun g ^ * n u mm e ]i e C ora p ouenteu sicii 
verhalten wie die Volumina beider Schalen. 

Daraus folgt : 

Die G e s am m t a n z i eh u n g e n , w e 1 c h e b ei d e S c h a 1 e n 
auf einen und d e n s e 1 b e n ä u s s e r e n Punkt ausüben, 
haben dieselbe Richtung und verhalten sich wie die 
Massen der Schalen. 

[476] 12. Von diesem Satze kann man leicht zu dem Fall 
zweier Schalen von endlicher Dicke tibergehen, und dieser Fall 
umfasst auch den zweier £llipsoide; dadurch erhält man den 
Satz von Maclaurin in seiner vollen Allgemeinheit 

Es seiend, zwei Ellipsoide, deren Hauptschnitte dieselben 

Brennpunkte haben. Wir denken uns dieselben aus nnendlich dün- 
nen Schalen znsaramenj^esetzt, deren jede zwischen zwei ähnlichen 
Ellipsoidtiächen liegt. Es seicu a, b, c resp. a', b', c' die llalbaxen 
der Flächen A'; die llalbaxen der Aussenfläche irgend einer 
Schale von A sind dann na, nb, nc, die der AussenflSche emer Sehale 
von A' dagegen na', nh*, nc'. Nimmt man an, dass die Variable n 
für beido Schalen dcuf^elben Werth hat, so haben offenbar :n!c]i die 
Hauptschnitte beider dieselben Breniipimkte. Die An7.ie]mngeu,welche 
beide Schalen auf einen und denselben äusseren Punkt aubüben, ha- 
ben also dieselbe liichtung und stehen zu einander in dem constan- 
ten Verhältnies ah e -.a'b'c*. Folglich stehen die gleieh geriehteteo 
Componenten dieser Anziehungen zu einander ebenfalls in demzelhen 
Verhältniss. Die Summe der nach ir^^end einer Richtung genomme- 
nen Anziehungäcomponeuten einer gewissen Zahl von auf einander 
folgenden Schalen des ernten Kliipsoids steht daher zur Summe der 
gldobgerichteten Andebungscomponenten der entspiechenden Seba- 
len des zweiten ElUpsoidB in demselben Verhältniss. Daraus fplgt, 
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dass die Totalanziehungen der Theile beider Ellipsoide, die ans den 
betrachteten Schalen gebildet werden, dieselbe Kichtung haben und 
sich wie abc \ a'h'c' verhalten. Nun sind die InnentiUcheu der in 
Rede stehenden Theile Ellipsoide , die den gegebenen £11!p8oiden 
Shiüich, und deren Halbazen na, nb, nc resp. na', nh'^ nc' sind. 
Bie Dicken beider Schalen an der Axe a sind a [\ — n) resp. a' (1 — w), 
sie vorli;dten sieh also wie a : a'. Die Voliimiua beider Sclialen forner 
verhalteu sich wie abc : a' b' c', da die Volnniina der einander ent- 
sprechenden Elementarachalen dasselbe Yerliälmiöä zu einander hat- 
ten. Daraus folgt der Satz : 

Es seien zwei Schalen von endlicher Dicke gegeben, 
de re n j e d 0 von zwei ä h n 1 i c h e n E II i p s o i d e n [476] begrenzt 
wird; die Ellipsoide, welche dieAussen flächen deröcha- 
len bilden, mögen dieselben Brennpunkte haben; end- 
lich mögen die längs derselben Hauptaxe gemessenen 
Bioken beider Sehalen sich ebenso verhalten wie die 
L&ngen der entsprechenden Halbaxen der Aussenf lachen 
(in diesem Falle haben auch die beiden Innenflächen 
d ieselben Brennpunkte; : dann haben die Anziehungen, 
welche beide Schalen unfeinen und denselben äusseren 
Punkt ansUben, dieselbe Biehtung und verhalten sich 
wie dio Massen der Schalen. 

Der 3/actoMrm*8che Satz ist ( in specicller Fall dieses allgemeine- 
ren Satzes. Umf^^ekehrt aber folgt aus dem .1/ar/awrm'schen Satze 
durch blosse Anwendung des Princips von der Zusammensetzung der 
Kräfte, dass der Satz auch für solche Schalen , wie wir sie hier be- 
traehten> gilt (Siehe den Berieht von Bnimt in den Compt. rend. d. 
rAcad,, T. VI p. 810.) 

1 3. Es erübrigt noch, die Anziehung einer Schale auf einen 
äusseren Punkt zu bestimmen. Nach dem in No. 10 aufgestell- 
ten Satze kennen wir die Richtung dieser Anziehung: die Be- 
rechnung ihrer Intensität aber lässt sich nach dem Satze iu JS'o. 1 1 
auf den Fall ro duciren , dass die äussere Oberfläche der Schale 
durch den angezogenen Punkt geht. 

Für diesen Fall könnten wir uns auf einen allgemeinen Satz 
von Laplace berufen, der Folsrendcs aussagt: Wenn eine un- 
endlich dtlnne Schale von beliebiger Gestalt auf die 
innerhalb ihrer inneren Grenzfläche gelegenen 
Punkte k ei ue Anziehung ausübt, so hat die Anzi oli un g 
d e r S c h a 1 e auf einen P u nkt .S* i h re r ä ii r h e r e n Grenz- 
fläche dieselbe Richtung wie die Fläckcnnormale 
SA in diesem Punkte, und die Grösse der Anziehung 
ist4 7r();-, falls ^ die Dichtigkeit der Schale, e ihre 

Dicke iu dem angezogeneu Punkte ist. (Vergl. die Ab- 
handlung von Foissnn iU)cr die Vertheilun^^ der Elektricität auf der 
Oberfläche leitender Körper, M6m. do l lnstit. 1811, T. I p. 5 u. 31.) 

Indessen ist die directe Berechnung der Anziehung einer 
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elUpBoldiscben Sebale so einfa«li, dass vir auf diesen allgemei- 
nen Satz nieht zurtlekziigreifen branohen. 

Wir nebmen an, der auf der Anssenflftebe der Scbale liegende 
Punkt jS' sei der Bebeitel eines Kegels, nnd dieser Kegel sebneide 
aus einer Kugel, die mit dem Radius i um den Scbeitel besebrie- 
ben ist, ein OberflAebenelement er aus, dessen Dimensionen ge- 
gen die Dicke € der Scbale unendlicb klein seien. Aus einer 
Kugel vom Radius r scbneidet jener Kegel die Fläcbe r^a ber- 
ans. Man kann nun den Tbeil der Scbale, weleber innerbalb des 
in Rede stebenden Kegels liegt , in unendlicb viele Volumen- 
elemente r^adr zerlegt denken, deren jedes eine Kraft = Qodr 
auf den Punkt S ansflbt , falls o die Dichtigkeit der Schale ist. 
Alle diese Kräfte haben dieselbe Richtung : durch Integration 
nucli r zwischen passenden Grenzen erjriebt sich daher die lie- 
sultircnde der von den einzelnen I-^lementen herrührenden Kräfte. 
Sind m, )i, n die Punkte , in denen eine der Seiten des Kegels 
die äussere und innere Grenzllache der Schale scbneidet [vergl. 
die Figur auf der folgenden Seite), so ist die Integration zu er- 
strecken vom Punkte bis zum Tunkte », ferner von n' bis m. 
Das giebt 

^.tf.(*SVi + mn') = 2Q.Sn.a , 

s 

da in dem EUipsoid mn' = Sn ist. 

Nun denken wir uns im Punkte iS* die Kormale der Scbale 
erricbtet; dieselbe möge [477] die innere Grenzfiftcbe im Punkte 
A treffen* Da SA eine sebr kleine Grdsse ist, so ist 

SA = Sn . cos fiSA . 

Der Ausdruck für die Anziebung wird also 

^ ' cos nSA ' 

nnd die Anziebnngscomponente, welcbe die lÜcbtung der Nor* 
male bat, wird 

2Q.SA.a. 

Vm für die Anziehung der ganzen Schale die entsprechende 
Componente, die nach Satze in No. 1 0 zugleich die resultirende 
Gesammtanziehung ist, zu erhalten , muss man den obigen Aus- 
druck in Bezug auf a integriren und das Integral über die Fläche 
einer Halbkugel erstrecken. Dies Integral ist = 2 /r. Die Kraft, 
mit weleber die ganze Scbale den Punkt anziebt, bat daber 
die Grdsse 



I 
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and SA ist die Dicke der Schale; das Resultat ist daher mit dem 
allgemeinen Satze von Laplace in Uebereinstimmung. 

Für die Dicke SA wollen wir 
einen anderen Ausdruck setzen , der 
sich als zweckmässiger erweisen wird. 
Vom Mittelpunkte () der Schale Hil- 
len wir das Lotli ÜT iiiii' die Nor- 
male SA. Aus der Aehnlichkeit der 
rechtwinkligen Dreiecke [478] SPO 
und SA s {s ist der Schnittpunkt des 
Halbmessers Sü mit der Innenfläche 
der Schale) folgt 

SA _ Ss 

7s^ so ' 

Nim ist aber, da die beiden Flächen 
ähnlich und ähnlich liegend sind, das 



Yerhältniss 



Ss 

so 




dasflelbe , welche 



Lage auch der Halbmesser SO haben mag. Man hat daher, wenn 
man a„ b,, e, die Halbaxen der Anssenfläche nennt, 

SA da, 



PS 



Somit nimmt der Ansdmck fttr die Anziehung der Schale die 
Form an 



da, 



SP. 



14. Wir nehmen jetzt an, es sei noch eine zweite unendlich 
dflnne Schale gegeben, die, wie die erste, von zwei ähnlichen 
und ähnlich liegend n Ellipsoidflächen begrenzt wird; diese 
beiden Grenzfliiclien sollen dieselben Brennpunkte linbeii wie 
die äussere resp. die innere Grenztiache der ersten Scliaie. ganz 
wie in dem Satze des Abschnitts 7. Wir setzen ferner voraus, 
dass diese zweite Schalt' irniorhalb der er>ten liegt, damit *S' für 
dieselbe ein änsserer Punkt werde. Die Anziolinngen , welche 
die beiden Schalen auf *J>' ansübon , haben dieselbe Kichtung; 
ihre Grössen verhalten sich wie die Produete abc und a,h,r,^ 
falls a, h, c die drei Halbaxen der neuen Schale sind. Die von 
der aweiten Schale auf S ausgeübte Anziehung ist daher 



Digitized by Go«gIe 



88 



M. 01ia8lcs. 



a, a,b,c, 

Wie in Nr. 5 gezeigt, ist aber — ^ — , so dass man 

a, a 

da ahc ^, 

47fo— • — i SP 

^ a a,b,Cf 

erhält. Dies ist der Aiisiiuck für die Anzielinng, welche eine 
unendlich dünne ellipsoidische Schale, die zwischen zwei con- 
contrischen. ähnlichen und ähnlich liegenden Flächen liegt, auf 
einen äusseren Punkt ausübt; a, b, c sind die llalbaxen der 
Aussenfläche der Schale, [479] und a,, b,, c, sind die Halbaxen 
eines Hülfsellipsoids , das durch den angezogenen Punkt geht 
und dieselben Brennpunkte hat wie die Aussenfläche der Schale. 

15. Um nunmehr die Anzielnini; eines EUipsoids zu berech- 
nen , denken wir uns dasselbe in unendlich dünne Schalen (re- 
theilt, deren jede zwischen zwei ähnlichen Ellipsoiden liegt. 
Wir ermitteln zunächst die nach drei festen Axen genommenen 
Componenten der Anziehung einer der Schalen auf den Punkt S. 
Die Integration der für diese Componenten gefundenen Aus- 
drflckc liefert dann die Componenten der Gesammtanziehnng 
des EUipsoids. 

Als feste Axen wählen wir die Hauptaxen des gegebenen 
EUipsoids, die zugleich die Haaptaxen der einzelnen Elementar- 
sehalen sind. Es seien x, z die auf jene Axen bezogenen Go- 
ordinaten des angezogenen Punktes Für- die Anziehnng, 
welehe auf diesen Punkt ron einer Schale ausgeübt wird, deren 
Aussenfläehe die Halbaxen a, 6, c besitzt, gilt der obige Aus- 
druck ; nnd zwar wirkt die in Rede stehende Kraft längs der in 8 
errichteten Normale des HflUäellipsoids mit den Axen a,, b,jC,. 
Um die den drei Coordinatenaxen parallelen Componenten der 
Kraft zu erhalten, muss man noch die Winkel kennen, die 
jene Normale mit den Axen bildet. Nun trifft die Tangential- 
ebene, die im Punkte «9 an das Hfllfsellipsoid gelegt werden 

kann , die x-As,^ in dem Abstände — vom Mittelpunkte. Das 

vom Mittelpunkte auf die Tangoutialcbene gefällte Loth ist gli lcli 
der Linie SP. Man hat daher, wenn man e den Winkel nennt, 
welchen dies Loth mit der ;j;-Axe bildet, 

a2 SP.x 
SP =s — cos c , also cos e == — 5— • 
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Deninacli wird die der a:-Axe parallele Componente der Kraft, 
mit welcher unsere Schale den Punkt ^5' anzieht, 

da ahc SP^ 

47tQ 7 ^ X] 

^ a a,ö,c, 

und die o^-Componente der Anziehung des ganzen Ellipsoids er- 
giebt sichf wenn man diesen Ansdmck nach a integrirt, nnd 
zwar von a = 0 bis zn dem Werthe von a, welcher gleich der 
entsprechenden Halbaxe des EUipsoids ist. 

Dabei ist zn beachten , dass a die einzige nnabhängige Va- 
riable in dem [480] obigen Ausdruck ist; denn die anderen 
Grössen 5, r, ö,, b,, c, nnd SP hängen von a ab. Man muss 
daher alle diese Val'iabeln als Functionen einer einzigen aus- 
drucküü. 

Es seien B, V die drei Halbaxen des gegebenen i^Uip- 
soids. Da die Ansscufläcbe der betrachteten Schale diesem 
Kiiipsoid ähnlich ist, so ist 

Das Hülfsellipsoid geht durch den Punkt dessen Goordinaten 
Xy z sind; man hat daher die Bedingnngsgleichung 

X^ V* 22 

«» ^ ^ C,2 *• 

Die llauptschnitte dieses Ilülfsellipsoids haben min (licsclben 
l}ren]i])unktc wie die ITaii])i schnitte der Aussentläche der Schale; 
das giebt die beiden Uieickungen 

^,2 = 52 _ ^2 , r,2 — a,2 = — a« 

oder 

V = «,J + «2 _ 1) , c' = „,2 + «2 (-g _ 1) , 

und daher geht die obige Bedingungsgieichung in loigcndc Uber : 

•.■+•'(11-) ".•+«■(5-) • 

Diese Gleichung liefert eine Beziehung zwischen a, und a. 
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Endlich ist die Linie Ä'P gleicli dem Lothe, das vom Mittel- 
punkte auf die in /V an das Ilültst ll psoid gelegte Tangential- 
ebene gefllllt ist. Wie bekannt, ist daher 

J: . Ii , ^ 

SP'^ V C,^ 

oder 



-SP 



[481] Somit kennen wir sechs Beziehungen «wischen den sieben 
Ver&nderlichen a, by a,, b,, c,, SP, 

Aue diese GrOssen sind nnn durch eine nnabhftngige Va- 

riable auszudräoken; als solche wählen wir das Yerhältniss — • 

Setzen wir 



a 



so ergiebt die Gleichnng, die oben zwischen a und a, abgeleitet 
isty nach Elimination von a,= ^ 



u 

^^'•"' + 1 ^ +1 ^2 

L. _ 1 — -L _ 1 

Ditierentiirt man diese Gleichung nach u und setzt =Ln; an Stelle 

des ihm gleichen Ausdrucks, so erhält man 

1 , , , SP^ da du 
— • 'du=sda, also — s- • — = — • • 

Hiernach wird der Ansdnick ffir die ä;-Componente der An- 
ziehung der Elementarschale 

47tQX • - — au 
^ b,c, 

oder, falls man c, 5,, c, durch ihre obigen Werthe ersetzt, 
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u'^du 

^ VA^ + (B^ — A-^] VA^ + u'i ((ß — A^) 

Diesen Ausdruck muss man nun integriren, um dio ^r-Compo- 

nente der Anziehung des Ellipsoids za erhalten. Die Grenzen 

des Integrals mflssen den Werthen a = 0 und a^A entspre- 

ö A 
chen : und da = — ist, werden die Grenzen u = 0 und u = -r, 

a, A, 

wenn A, die grösste Halbaxe desjenigen EUipsoids ist, welches 

doreh den angezogenen Pnnkt geht nnd dieselben Brennpunkte 

hat wie das gegebene EUipsoid. Diese Halbaxe A, ist bestimmt 

dnrch die Gleichung 

Ä,^'^ A,i + B'i^A^ A,'^+C^—A^ ^ ^• 

[482 Demnarh ist die der .?;-Axe ]>?n'alle]p Compoueiite der 
Anziehung eineü homogenen Eliipsoidä mit den Axen A, B, C: 



Ä 



i 



0 V^^^ü^\b'^'--a^)Va^ + u^[ü'^^a:^ s 

Der Werth von A, , von dem die obere Grenze des Integrals 
abhän^, ist die grfisste Wurzel der vorstehenden Gleicliimg. weil 
die beiden andern Wurzeln die srrössten lialbaxen zweier Hy- 
pcrboloide ergeben, eines einscliall^^cn und eines zweischaligen ; 
beide Hyperboloide gehen ebenfalls durch den angezogenen 
Punkt und besitzen dieselben Brennpunkte wie das durch jenen 
Punkt gehende EUipsoid ; die grössten Halbaxen dieser Hyper- 
boloide aber sind offenbar kleiner als die entsprechende Halbaxe 
des EUipsoids. 

Denn diejenige Diametralebene, welclie di»' irv<'J*soro reelle und 
die imaginäre Halbaxe des eiuschal igen Hynerboloids enthält, schnei- 
det das EUipsoid in einer Ellipse und die beiden Hyperboloide in zwei 
Hyperbeln, welche dieselben Brennpunkte haben wie die Ellipse. 
Paner sind die reellen Axen beider Hyperbeln kleiner als die Haupt- 
Bxe der Ellipse. Die genannten drei Axen aber sind die grössten 
Axen der drei Flächen. 

Ftir die den Axen y und ~ parallelen Anziehungscomponon- 
tcn des EUipsoids erhält man Ausdrücke, die dem obigen ganz 
ähnlich sind. Der Ktlrze halber übergehe ich dieselben. 

16. Ich gehe zu dem FaU eines heterogenen EUipsoids ftber, 
indem ich annehme, dass jede der £lementarschalen , ans denen 
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dasselbe bestellt, übcnill dif^sclbr Dichtigkeit besitzt, dass diese 
Dichtigkeit aber eine Function der ^nos^^ten Ilalbaxe der Schale, 
dividirt durck die grdsste Halbaxe des EUipdoids, dass also 



lA'^^ A^+uHß^ — A'^]^ A^ + u^U'^ — A'^)\' 



ist. Dann giebt die obige Gleichung, von welcher der specielle, 
der betrachteten Schale zagehörende Werth von u abhängt, fol- 

a 

genden Ausdruck für das Verhältniss als Function von u : 

A' 

[483] daher ist 

und die der ^-Axe parallele Anziehungscompoueute wird 

A_ 

P I — i ^ ^ , 

Jf, VA^ 4- 1*2 ( ß2 —A2\VAi^ ui , a-i — A'\ 



^0 Vul'^ 4- [B^^ — J V + w'^ ^C'-^ — A') 

Nimmt man an^ dass die Dichtigkeit jeder Schale dem Verr 
hältniss umgekehrt proportional ist, eine Annahme, die meh- 
rere Geometer hinsielitlicli der Masse der Erde gemacht haben, 
so ergiebt sich das Integral in cndliclier Form. Das Gleiche 
tritt für verschiedene andere Annahmen über die Form der 
Function F ein. 

17. Wie man sieht, kommt der roefficicnt -4, nur in der 
olM ren Grenze des Integrals vor. nirlit aber in dov zu intesiri- 
renden Function; man erhält daher iinmittelhar aus der obigen 
Formel aucli die fttr die Anziehung einer Schale von endlicher 
Dicke, die von zwei ähnlichen und ähnlich liegenden Ellipsoiden 
begrenzt wird. Diese Formel wird 
Ä 



J ± VA^ + {^'^ — A^j V ^2 _|_ ui (C'2 — A^) 
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A, und a, sind die grössteii Ilalh ixeii der beiden Hiilfbellipsoide, 
die durch den angezogenen Punkt gehen , und di ren erstes mit 
der Aus^t niliiclic der Schale dieselben Brennpunkte hat, wäh- 
rend die Brennpunkte des zweiten dieselben sind wie die der 
Innenfläche; die letztere hat die grössto TTalbaxe a. 

Um dieser Formel die Gestalt zu irelx ii. in der man gewöhn- 
lich die Anziehung eines homogenen Eilipöoids darstellt, und 
bei der der Coefficieut A, in die zu integrirende Function ein- 
tritt, setze man 

A 

so geht [484] der obige Ausdruck in folgenden über : 

^ ABC I [ VaP^ ^ Ap- + v^B'^-A'^) ^ A;^ + ( C'^-A'^) 
^ A VfL.d: yA? + — A^) VA,^ + 1?2 (C^ — Ah 

a, A 

In meiner ersten Abhandlung bin ich noch auf andere Ein- 
zelheiten eingegangen, die zn wiederholen nnndthig ist, da die 
Frage naeh der Anziehung eines heterogenen Ellipsoids auf 
einen äusseren Pnnkt ToUstftndig erledigt ist. 




[485] Zusätze. 

Zmafz L 
Die Gleichungen beider KlUpsoide seien 

ILo- ~ — I 

«2 ^ 62 ^ * 

Es seien ferner x, y, z und ^, jy, C die Coordiuatcn der beiden auf dem 
ersten Ellipsoid liegenden Punkte m und 8, dagegen x', y% z' sowie 
I', 7/', C die der beiden cor rcspondi rendeo Punkte m' und 
des zweiten Ellipsoids. Dann ist 

X a y h z c 

x'^'V* p'^'y' V^^* 

I fl 1? 6 C c 

Es soll bewic&eu wuidun, dass Sm' = S'm. 
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Nun wird 

sm^^={i—x r +{ri-y r -f- (s - = 7-^ , 

Ä'm^ « (5' — a?)? + (17' — y)2 + — 8)2 j 

oder 

£b ist aber 
mithin 

ssp»-«^» - c*-«'-^) [I + S + S - (5 + fi+ ä] ■ 

[486] Da die beiden Punkte 5 und m auf der Oberfläche des 
ersten Ellipsoids liegen, so ist 

also 

5m'*— S'm*=0 oder Sm'^S'm, 
was zn beweisen war. 

Andere Ableitung. Die Bezielnmpren zwischen den Coor- 
dinjiten der vier Punkte in, m', und S' ergeben 

x'^^xi\ y'fl=yfi\ z'C^zC, 

daher 

dus heisst wenn man 0 den gemeinsamen Mittelpunkt der beiden 

Ellipsüide iiciiut, 

OS.Om' .<^Q^SOm' = OS' , Om .coa B'Om 

oder 

Oni .cosinOS' _ OS 
Om' .coam'OS " O^' ' 

Das Glied rcflits bleibt dasselbe, wolche Lage auch die beiden 
eorrespoüd i r«^ ndeu Punkte m und tn' liaben niöi?en. Die letzte 
Gleichung di uckt dalier eine allgeiueiue I^ij^cuäcliatt von zwei belie- 
bigen correspondirenden Punkten S, S' beider Flächen aus. 



Digrtized by Google 



Anziehung eines heterog. Ellipsoids auf einen ÜiiBBeren Funkt. 95 

Weiter ist 

also 

Das lirisst. Die Differenz der Quadrate zweier corre- 
apondirenden Halbmesser ist constant. 

In den beiden Dreiecken SOm', S'Om ist 

Sm'*«ÖS*-+-Ö«r'* — 20«. Om'.eosSOm', 

Ä^t - = ÖS' 4- (J^i " — 20S\ Om . cos S'Om, 
[487] daher 

— 2(0iS. Om'. cos SOm'-^OS'.Om^cOBS'Om) . 

Nach den beiden eben bewiesenen Sätzen ist die rechte Seite iden- 
tisch gleich Null ; daher ist 

Sm'= S'm, 

w. z. b. w. 

Dieser Beweis ist vielleicht etwas weniger direct als der erste. 
Er hat indessen den Vorzug, dass er ganz nebenbei auf zwei allge- 
meine Eigenschaften yon Ellipsoiden, welche dieselben Brennpunkte 
besitzen, führt. 



Zmatz II, 

Beweis des iVet^^o^' sehen Satzes. 

Wir denken uns einen Kegel von unendlich kleiner Oeflfnung, 
dessen Scheitel in dem angezogenen Punkte 8 liegt. Derselbe schnei- 
det aus der ellipsoidischen Schale zwei Yolumenstficke r, v' aus, die 

an den Punkten m, m' lie^:cor! , in denen eine Seite des Kegels die 
Aussenfläche der Schale sclmeidet; n und p ' seien diePunktc^ in de- 
nen dieselbe Seite die Innentiäche trifft. Um IS als Mittelpuukt den- 
ken wir uns femer zwei Eugelflächen mit den Radien 8m, Sn be- 
schrieben. Das Volumen* welches der kleine Kegel aus der zwischen 
beiden Ku^relfllichou liegenden Scliale an dem Punkte m ausschneidet, 
unterscheidet sich unendlich wenig von dem Volumen v und kann an 
Stelle des letzteren gesetzt werden. Nennen wir nuu a die Jb lache, 
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welche der kleioe Ke^el ans einer Evgellüiehe Bchneiden würde, die 
om seinen Scheitel mit dem Radius 1 beschriebeo ist , so sind die 

Flächenstiicke , welche der Ke^el aus den 
zuerst genannten Kugeltlächen jiusjjchnei- 

dct, resp. (7.6*m^ und dSn'. Das inner- 
halb des Kemels und ziigrleieh zwischr^n bei- 
den Flächen liegende Volumen ist daher 

i ( 5m ^ — Ä« V = i 1^ ^ ^ — ( Äm— mit) 1 

falls manUnendliehkleinea swdter nnd drit- 
ter Ordnung vemachlSssigt Demnach ist 

Die Anziehung, welche das Volumencle- 
ment V ant deo Paukt Ü ausübt, ist daher 




8m 



Eben o ist die Anziehung, welche da» Volumenelement v' auf 'S 
ausübt, 



Sm 



Ii 



= m'n' , a . 



,488] Da nun die beiden Ellipsoide concentrisch , ähnlich und 
ähnlich liegend sind, so bind die beiden Strecken mn, vi'n' , die 
auf derselt^n Secante liegen , gleich. Die auf den Punkt 8 von den 
Elementen v und v' ausgeübten Anziehungen haben also gleiche 
Grösse; zu?:leich aber liaben beide ent^egenfr "motzte Richtung; sie 
heben {IhIht einander auf; d. h. die beiden Volumentheile, die inner- 
halb des kleinen Kegels liegen, üben aul den Punkt S keine Wirkung 
aus. Daraus folgt , dass auch die ganze Schale, die zwischen den 
Ellipsoiden liegt, auf einen im inneren hohlen Räume gelegenen Punkt 
keine Anziehung ausUht. Das ist der iVm^'sche Satz. 



Zusatz HL 

Man kann ohuo Benutzung des iVcir^o« 'sehen Satzes direct be- 

weisen, dass der Ausdruck ^ Lagen des Punktes 8* 

innerhalb der Innenfläche der Schale constant ist. 

Zu dem Zwecke denken wir uns , wie im vorigen ZusatK , einen 
kleinen Kegel mit 8' als Scheitel. Dann ist 

dv dv' 

Nimmt man nun an, dass der Punkt S' verschoben werde und dadurch 
In eine andere Lage gelange, die unendlich nahe an 8' liegt, so wird 
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weil jeder der beiden AiiBdrUcke die senkrecbte Projection des vom 
Punkte 'S" lyeschrii'honen Linierif Icments auf die Sebnc mm' drir- 
stellt; 1111(1 zwar luuss diese Projcctiun einmal das Zeichen + > das 
zweite Mal das Zeichen — erhalten. 
Daher wird 




oder 




folglieh auch 




und 




w. z. b. w. 



Ottwald*« KlMSilc«!. IV. 
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üeber eine neue Metbode zur Besünmung 

vielfacher Integrale 

von 

P. G. Lejeune-Dirichlet. 

Gelesen am 14. iTebmur isau. 

[Berichte über die Verhandlungen der Königl. Preuss. Akademie der 
Wissenschaften za Berlin p. 18—25.] 



[18] Bekanntlich gehört die Bestimmung eines vielfachen Inte- 
grals oder mich äm Zurtickführung eines solchen auf ein anderes 
von einer niedrigeren Ordnung im Allgemeinen zn den schwierige- 
ren rroblemen, nanu ntlich wenn die Integrationsgreuzen für die 
einzelnen Veränderlichen nicht constant, sondern gegenseitig von 
einander abhängig sind, so dass der Umfang der Integrationen 
durch eine oder mehrere Ungleichheiten ausgedrückt ist, welche 
mehr als eine Veränderliche enthalten. Bei der Behandlung eini- 
ger physikalischen Aufgaben, welche schliesslich auf die Bestim- 
mung einer Klasse vielfacher Integrale von einer unbestimmten 
Ordnung zurückkommen, wurde der Verfasser auf die Methode 
geführt, welche den Gegenstand der Abliandlung bildet und die 
nicht nur die Werthe der Integrale ergiebt, auf die es bei der 
genannten Untersuchung ankommt, sondern sich auch auf viele 
andere Integrale von den verschiedenartigsten Formen anwend- 
bar erweist. Mit dieser Fruchtbarkeit vereinigt die Methode einen 
so hohen Grad von Einfachheit, dass man sich in der That wun- 
dem muss, dass dieselbe nicht schon früher auf ähnliche Unter- 
suchungen angewendet worden ist. Das Princip dieser Art der 
Behandlung mlfacher Integrale, welche zwischen veränderlichen 
Grenzen zn nehmen sind, beruht auf der bekannten Eigenschaft 
gewisser bestimmter Integrale, die von den in ihnen enthaltenen 
Constanten in verschiedenen Intervallen auf verschiedene Weise 
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abhängen, oder mit anderen Worten, welche dis( ontinuirliche 
^Functioucu dieser Constauten daiäteilen. Öo weiss man z. B., 
das» der emfaclie Ausdruck 



der Einheit gleich ist, so lange ff zwischen — 1 und + 1 liegt, 
hingegen verschwindet, wenn ff ausserhalb dieses IntervaUes 
fällt. Hat mau nuo ein dreifaches Integral — und wir nehmen 
nur deshalb keines von einer höhern Ordnung, weil bei drei Ver- 
änderlichen dem Verfahren noch eine geometrische Deutung 2U« 
kommt, welche den Gang desselben anschaulich auszusprechen 
erlaubt — \\'elches üher einen bestimmten Baum, z.B. Uber den 
von einer eUipsoidischen Fläche begrenzten zu erstrecken ist, so 
darf man nur bemerken, [19] dass, wenn y die halben 
Hanptaxen dieser Flftche bezeichnen, welche der Sichtung nach 
mit den Ooordinatenazen zusammenfallen sollen, der Ausdruck 



unter oder über der Einheit liegt, je nachdem der Punkt (x, y, z) 
innerhalb oder ausserhalb des nannten Raumes liegt, um so- 

^Itiicii zu schon, dass das bestimmte Integral 



innerhalb des Ellipsoides die Einheit zum Werthe hat , ausser- 
halb aber verschwindet. Multiplicirt man also den gegebenen 
Differentialausdruck P dxdy dz, wo F irgend eine Function 

von y, z bezeichnet, mit vorstellendem Integral, so hat man 
mm bei der Integration uui liie ursprünglichen Grenzen ki ine 
Rücksicht mehr zu nehmen, d. h. man kann die Intogrationeu 
nach den Veränderlielien .r, y, z zwischen den constanten ( Fren- 
zen — oo und oo ausführen, indem oll'enbar durch den hinzu- 
gekommenen discontinnirlichen Factor die Elemente, auf welche 
sif'h die Integration nlelit erstrecken soll, von öelbst herausfallen. 
Man kann das eben an<i:egebenc Verfahren mit zwei Worten so 
charakterisiren , dass jedes iibcr einen bestimmten Theil des 
Raumes, oder wxun man will, über eine nach allen Seiten hin 
begrenzte Masse auszudehnende integral sogleich in ein anderes 






7* 
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verwandelt werden kann, welches sich über den ganzen nnend- 
liehen Ranm erstreckt nnd mithin üt den meisten Fällen viel ^ 
leichter za behandeln sein wird, nnd zwar dadurch, dass man 
die Dichtigkeit ausserhalb des gegebenen Umfanges der Null 
gleich werden lässt, welcher Voransseiznng immer leicht dnrch 
einen discontinuirlichen Factor genügt werden kann. Es ist 
überraschend, in welchem Grade durch diese Transformation, 
von wolclier man auf den ersten Blick sich wenig Erfolg; zu vcr- 
Bpreclien versuclit ist, die schwierigsten Integrationen vereinfacht 
werden, und wie durcli dieselbe Probleme, die auf anderm Wege 
sehr verborgene Kunstt^^ritfe oder einen grossen Aufwand von 
Kochuung erfordern, ohne Schwierigkeit und mit alleiniger Hülfe 
einiger längst bekannter bestimmter Integrale gelöst werden 
können. 

r201 Von den in der Abhandhing gegebenen Anwendungen 
dieser Methode können hier nur einisre der einfacheren kurz an- 
gedeutet werden. Als erstes Beispiel a\ älil* n wir die Attraction 
der Ellipsoide, welches Problem die M:iiliciii;ifiker so vielfach und 
meiir als irgend ein anderes der Integralrechnung beschäftigt hat. 

Bekanntlicli bat man bei diesem Probleme immer den Fall 
eines äusseren Punktes auf den des inneren, welcher weniger 
Schwierigkeiten darbietet, zunickgeführt, oder, wenn beide un- 
abhängig von einander gelöst worden sind, so sind für jeden 
ganz verschiedene Mittel in Anwendung gekommen. 

Durch das obige Verfahren werden beide Fälle einer ganz 
gleichförmigen und unabliängigen Behandlung fähig. Man hat 
erst dann einen Unterschied zwischen beiden zu machen , wenn 
man das Resultat der Untersuchung in seiner letzten und ein- 
fachsten Form aussprechen will. Ausserdem ist das Verfahren 
nicht auf die Voraussetzung beschr inkt, dass die Attraction dem 
Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional ist, sondern 
bleibt auch ffir jede andere ganze oder gebrochene Potenz der 
Entfernung anwendbar. Eben so wenig braucht ^e Dichtigkeit 
der anziehenden Masse constant vorausgesetzt zu werden , son- 
dern kann durch irgend eine rationale ganze Function der drei 
Goordinaten ar, z ausgedrückt sein. Der Einfachheit wegen 
soll jedoch hier die Dichtigkeit als constant und der Einheit 
gleich angenommen werden. 

Es seien a, 7 die halben Axen des EUipsoides, a^h^ c die 
Goordinaten des angezogenen Punktes, y, z die irgend eines 
Punktes der anziehenden Masse. Es sei femer 
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Uüd — das Attractioiiägesietz (wo p zwischcu 2 uud 3 liegend 

angenommen wird, aasserhalb dieser Grenzen erfordert das Ver- 
fahren einige nnbedeutende Modificationen), so ist bekanntlich 
die Componente A der Attraeiion parallel mit der Axe der x 
[und nach der Seite als positiv betrachtet, nach welcher die x 
ahnelimen J der Differentialqnotient nach a des Uber das ganze 
EUipaoid zu erstreckenden Integrals 

1_ ( "dx dy dz 

[21] Nach dem oben Gesagten verwandelt sich dieses Integral in 



(Ix d y dz 



wo jetzt die Integrationen nach ar, z von — oo bis oo ausge- 
dehnt werden können. Die Rechnung wird sehr vereinfacht, 
wenn man statt dieses Integrals das folgende betrachtet, dessen 
reeller Theil mit dem zu findenden znsammenfkUt, 



Die Integrationen nach y, z lassen sich in dieser Form nicht 
bewerkstelligen, sie werden aber leicht ausführbar, wenn man 

den Factor — ^—r mit Hülfe eines bestimmten Integrals so aus- 

drückt, dass die in q enthaltenen Coordinaten x, z, wie in 
dem andern Factor, nur im Exponenten vorkommen. Man kann 
sich zu diesem Zwecke der bekannten Etder^^ehsa Formel be- 
dienen 



[-2) 



J 



0 



in welcher r positiv und <^ l sein muss, und die oberen oder die 
unteren Zeichen gelten, je nachdem q positiv oder negativ ist. 
Vermöge dieser Formel ist also 



Diglized by Ceogle 



102 



P. G. Lejeune-Dirichlet. 



Substituirt man diesen Auadruck, setzt für seiuen Werth, 
und bei-ackäichtigt, dass 



so erhält man 

CO p_3 



\ 2 / »^ö »^ü 



WO Z7 zur Abkflrzang das Prodnct von drei nach z resp. 
genommenen einfachen Integralen bezeichnet, von denen das erste 



[88] r'[(v+s)^-i.H 

•'—OD 



dx 



nach einer bekannten Formel, welche leicht aus (1) folgt, den 
Werth hat 




[In der That hat man 



wenn wie es hier der Fall ist, po^tiv ist. Diese Gleichung 
ist eine sehr einfache Folgerung ans (1) nnd daraus, dass 

Substiluirl iiKui diesen Ansdriick und die beidun andern von 
gleicher Form, und berücksiichtigt, dass 

so kommt 
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>^ y+y»«^/ 

Da die Ansdrfleke im Exponenten und unter dem Wurzelseieheu 
homogene Fnnetionen von cp, xp sind, 80 sieht man sogleieh, dass 
Bich das Integral rereinfaclien wird , wenn man statt einer der 
Variabein (p, if.', etwa statt i/', ihr Verhältniss zu der andern (p 

einfahrt. Man setze also wos die neue Veränderliche 

bezeichnet, so werd^ n die Grenzen für dies(* oo und 0, wofür 
man aucli o und oo nehmen kann, wenn man dem ganzen Aus- 
dmck daä Zeichen — vorsetzt. Man erhält so, wenn man z. A. 
setzt 

fl2 Ä2 



Difl'ercntiirt man nach so erhält man [23] 



X I 6 sin^f/> dqty 



0 



von welchem Ausdruck der reelle Theil nach Obigem die ge- 
suchte Componente A darstellt. Um diesen reellen Theil zu 
erhalten, hat man nur den von 
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'f i e sm ff (p dtp 

0 



ZQ saehea, welchen man sogleich findet, wenn man sin q> dnrch 
Ezponentialgrössen ansdrttckt nnd dann mit (1) vergleicht. Man 
gelangt so zn dem ßesnltat, dass der reelle Theil dieses Aus- 
drucks Null oder 



. p . p 

i rr «nr 1 — -=* 



\- I \ f 2r/2— Ij 

ist, je nachdem ^S'^ 1 oder S<Zl ist. 

Um nun das Endresultat hinzuschreiben, hat man zu unter* 
scheiden, ob der angezogene Paukt (a, 6, e) ein innerer oder 
äusserer ist. 

I. Für einen inneren Punkt ist + >o — r, <! 1 * also 

Cci fi^ yl ^ ' 

(ß 

auch S = -p— + -T- h , < 1 , da Ä positiv ist. Man 

a^-\-8 ^^-^a 

erhält mithin 




1-4 



^ 1- 



l + 



II. Ist der Punkt ein äusserer, so liuL man + -| — ^ l . 

-fZ Af* M*> 



S2 ^2 

Der Ausdruck ^ ist also ^ 1 für 9 = 0. Da derselbe offenbar 
um so kleiner ist, je grösser s ist, nnd für « oo verschwindet, 
so giebt es einen und nur einen positiven Werth o von für 
welchen ist. 8o lange sK^a, ist offenbar /6r>> 1, ist 

[24] hingegen « 0*, so hat man S<C^» Folglich hat man das 
Integral nach 8 nur von 8 = a Im 8 oo zu nehmen, und man 
erhalt 

- 1 — „- p 



an I , « " < -— 



. r 'S) * 



\~2 
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Für y> =— i t.ill ii d\v>v Resultate mit den bekanutcu für das 
Newim^chö Ueiüctz geitendea zasammou. 



Zusätze. 

[Abhandl. d. Berliner Akademie für lb39, S. 75, 77—79.] 

Zusatz /. 

[75] Wir Laben bisher, um den Fort^an^ der Reehnunor nicht 

zu nnterbrcohen, iKiclizuvveiscu uutcrlaööcii, wuiaui diu ilcfugniss 
bcruiit, in dem integral 




in welchem , nach den Betrachtangen , welche dasselbe herbei- 
gefahrt haben , die beiden von einander unabhängigen Integra- 
lionen nach <p und tp den auf x, y, z bezüglichen vorangehen 
sollten, diese Ordnung der Operationen nmznkehren. Man tlber- 

zeugt sich von der Berechtigung zu dieser Veränderung, wenn 
man im jenem Integral die Function unter dem fünffachen Zei- 
chen mit 

e 

raultiplicirt, wo e eine positive Constante bezeichnet, wodurch 
das Integral zu einem völlig bestimmten wird. Es leuchtet zu- 
nächst ein, dass das so modificirte Integral , in welchem die In- 
tegrationen nach f/) und ip leicht ausgeführt worden können, für 
unendlich kleine Werthe von e da« obige Integral, wie dieses 
eigentlich genommen werden s<dlte, zur Grenze hat. Beginnt 
man liingegen in dem modilieirten Integral ]nit den Integrationen 
naeh .r, die sich el»enfaUs leicht bewerkstelligen lassen, so 
sieht man ebenfalls olm»' Scliwicrisrkcit, dass das daraus hervor- 
gehende doppelte Integral den Ausdruck S. lo:i Z. 1,2. welcher 
von jeder llidjcstimratheit frei ist, zur Grenze hat, womit die 
verlangte Nachweisung geleistet ist. Die Ausführung der eben 
gegebenen Andeutung ist zu leicht, als dass es nöthig sein sollte, 
in weiteres Detail darüber einzugehen. 
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Zmatz IL 



[77] Wir haben, der etwas leichteren Rechnung wegen, die 
Differentiation an dem noch nicht auf ein einfaches Integral zu- 
rfickgeführten Ausdruck 



vollzogen. Hätte man umgekehrt die Differentiation erst nach 
Ausführung der auf ff bezüglichen Inttgiatioii ausgeführt, so 
würde man zu denselben Resultaten gelangt sein. Man bat auf 
diesem etwas Uijigercn Wege den VortheiL das ursprüngliche In- 
tegral (S. 1 Ol Z. 8), dessen Dift'erentialquotienten zurKenntniss der 
Attractionscomponenten allein erforderlich sind, selbst zu bestim- 
men. Da der Werth dieses Integrals zuweilen gebraucht werden 
kann, so wollen wir ihn, der Vollständis:koit wegen, so wie er 
aus der angedeuteten Kechnung hervorgeht, hier noch beifügen. 
Man findet 



wo die nicht angegebene untere Grenze den Werth Null oder a 
hat, je nachdem der angezogene Pnnkt ein innerer oder ein 
äusserer ist. 



Unter den im Vorhergehenden nicht behandelten Problemen, 
woüLul sieli dieselbe Methode anwendbar erweist, verdienen die- 
jenigen eine besondere Erwähnung, welche die Theorie der At- 
traction in dem Falle darbietet, wo mau die auf einander wir- 
kejulen Massen beide als ausgedehnt betrachtet. Sind dv und 
du' zwei beliebige Volumenelemente der beiden als homogen 






Zusatz HL 
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angenommenen Massen, bezeiclinet q dw. fregenseitige Entfer- 
nung dieser Elemente, und^o ■ eine diircli das Attractionsgeaetz 
bestimmte Fü HC tion. so hängt bukanntlidi die vollständige Kennt- 
ttiss der Wirkung, welche die Maasen auf einander ansüben, von 
dem sechsfachen Integrale ab 

J/iQ]clvdv', 

welches über beide Massen aiifl/udebnen ist, indem die 6 zu jener 
Kcnntniss erforderlichen Grössen leicht durch die Differential- 
qiiotienten nacli den [78] 6 in den Grenzen des Integrals enthalte- 
nen Constanten ausgedrttckt werden, welche sich auf die relative 
Lage der beiden Massen beziehen. Das sechsfache Integral lässt 
sich, allgemein auf ein viei faelies zui iieklfthren *), welches sich 
über die Oberflächen beider Körper erstreekt, wenn man gewisse 
eintaehc von der T'^nnction abhängige Integrab* als bekannt 
vornnssetzt. Eine weitere Keduclion des viertaehen Integrals 
wird nur für Körper von besondf^rer Gestalt und für ein be- 
stimmtes Gesetz der Elementarwirknng stattfinden können; 
aber selbst auf solche speciello Fälhi, wenn sie nicht zu den 
allereinfachsten gehören, wie dies z. B. von der Annahme gilt, 
wo eine der Massen als kugelförmig betrachtet wird, werden 
die bekannten Integrationsmethoden sehr sehwer anwendbar 
sein. Ein Fall, für den die gewöhnlichen Mittel wenig Erfolg zn 
versprechen seheinen, ist der zweier Ellipsoide, in ganz beliebi- 
ger Lage, deren Elemente sich nach dem im vorigen Paragra- 
phen zn Gmnde gelegten Gesetze anziehen. Wendet man hin- 
gegen auf dieses Problem unsere Methode an, so findet man ohne 
Schwierigkeit, dass das sechsfache Integral auf ein doppeltes 
zurftckgeführt werden kann, welches sehr verschiedenartiger 
Formen fthig ist, welche theils von den in den ursprünglichen 
Ansdraek eingeführten Hlil&integnilen, theils auch von der Wahl 
der Ooordinaten abhftngen, durch welche man sich die Elemente 
dv und äv' ausgedrttckt denkt. Die einfachste und am meisten 
symmetrische Form des Endresultats scheint die zu sein, welche 
aus der Annahme eines geeigneten Systems schiefwinkliger Oo- 
ordinaten hervorgeht. Nach einem bekannten Satze, welcher 
von Monge herrtthrt und zuerst von Chashs bewiesen worden 
ist**)^ haben zwei Flächen zweiten Grades mit Mittelpunkten 

Principia generalia theoriae figurae flnidorum in statu aequi- 
librii, anct. C. F, GausSf art. ^ et seq. 

**) Correspondanee sur l'Ecole polyteohnique, Vol. III pag. 328. 
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immer ein der liiclituug naclf .freraemsaiiie^ J^ystem von conjugir- 
tcn Durcbmessern. Nimmt man die Axen diesen Durchmessern 
parallel und legt ziigleicli den Anfangspunkt in die Mitte der 
Geraden, welche beide Mittelpunkte verbindet, so sind die Glei- 
chungen für die Eliipsoide 

(i±^)V(^)V(5i^)'-., 

[79] und die Rechnung gestaltet sich für beide ganz symmetrisch. 
Da das Kesultat , ^velcbeä diesem Aiisc^angspuiikt entspricht, 
durch seine Form einiges Interesse darzubieten scheint, so wird 
es vielleicht nicht unpassend sein, wenn wir die Rechnungen, 
welche zu demselben ftlhren^ bei einer anderen Gelegenheit aus- 
führlich entwickeln. 
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TTnter den zahlreichen Schriften, welche die Anziehung der 
EUiji.soide behandeln, sind die in dem vorliegenden Hefte ver- 
einigten fünf Abhandlungen von besonderer Wichtigkeit. 
Während die vorher über den riegenstand angestellten Unter- 
snchnngen,*) deren hauptsflclilicliste in der Einleitung der 
GauöS' sehen Arbeit treffend cliarukterisirt sind, sich fast aus- 
schliesslich auf Kotationäcllipsoidc; l)czogeu, also auf «mhcii Spe- 
cialfall, der aus der Lösung des allgemeinere]! Probl iiis leiclit 
folgt, gelang es JMplace zuerst, die Anziehung «Irci i xiger Kllip- 
soide zu bestimnipu. Troiij dagegen verdanken wir die erste 
befriedigende Zurliekführung des Falles eines äusseren Punktes 
auf den eines inneren. Beide Arbeiten durften als grundlegende 
hier nicht fehlen, wenn auch ein Theil der in ihnen gegebenen 
Ableitungen der nöthigen Strenge entbehrt (vergl. den Zusatz 
am Schlnss der Crawss'schen Abhandlung, S. 74). Die Bedeu- 
tung der Arbeit von Gauss beruht neben der Eleganz und Ein- 
fachheit der Daratellung in der Aufstellung von sechs wichtigen 
allgemeinen Sätzen, die der Lösung der eigentlichen Aufgabe 
vorangehen. Für die Aufnahme der Arbeiten von Clntsles und 
Dirichlet endlich war die Eigenartigkeit der benutzten Methoden 
maassgebend. Chasles hat in seiner Abhandlung die rein geo- 
metrischen Methoden wieder zu Ehren gebracht, während 
Dirichlet durch Einführung des diseontinuirlichen Factors ein 
neues analjrtisches Hiilfemittel geschaffen hat, das bei vielen Auf- 
gaben der Integralrechnung von Nutzen ist. 

*) Ausflihrllch sind diese Untersuchungen in J. Todhunter's 
zweibändigem Werke: »A History of the mathematical theorics of 
attraction and the figure of tho earth from the time of Xewtoii to 
tbat of Laplaco«, London 1873, erörtert. Die d'Alembert scheu Ar- 
bdten sind ausserdem von Grube (»Zur Geschichte des Problems der 
Anziehung der Ellipsoide «, Programm des Gymnasiums in Schleswig» 
1883) genauer dargestellt 
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Abhandlang von Laplace, 

Dieselbe bildet einen Theil einer grösseren Arbeit, die unter 
dem Titel »Theorie des attractions des spberoidcs et de hi fis^:iire 
des planetes« zuerst in den Mdmoires de Tacadem. roy. de Paris 
1782 p. 113 — ino verotlentlicht ist. Der die Anziehung der 
Ellipsoide betreffende Theil dieser Arbeit ist später mit gering- 
fügigen Aenderungen und Zusätzen in die 1799 erschienene 
Mecanique Celeste (T.II, Livr. III, Ohap. 1) tibernommen. Diese 
letzte Kedaction ist der hier veröffentlichten Uebersetzung zu* 
Grunde gelegt. Die Seltenzahlen beziehen sich auf die erste 
Ausgabe der Mecanique edleste. 

Art» 1 S. 3. Hinsichtlich des Vorzeichens der Anziehungs- 
componenten ist hier wie in den übrigen vier Abhandlungen 
Folgendes zu beachten. Abweichend von dem, was sonst in 
der Mechanik flblieh ist, wird der einer Coordinatenaxe paralle- 
len Anziehungseomponente dann das positive Zeichen beigelegt, 
wenn sie nach der Seite hin gerichtet ist, nach der die Coordi* 
naten abnehmen. 

Das Wort Componente kommt bei Laplaee, Ivory und Gauss 
nicht vor; trotzdem ist dasselbe in der Uebersetzung an einigen 
Stellen zur Vereinfachung des Ausdrucks gebraucht. 

S. 6 u. 7. Die Benutzung räumlicher Polarcoordinaten in 
der Theorie der Anziehung rflhrt Yon Lagrange her (M^m. de 
Berlin 1773). 

Die Formeln S,7 Z.l zeigen, was Laplaee nicht ausdrttck« 
lieh sagt, dass p der Winkel ist, den der Badins r, in der Rich- 
tung von dem angezogenen Punkte nach einem Massentheilchen 
hin gerechnet, mit der negativen x~Axq, q der Winkel, den 
die Projection von r mit der negativen y-Ane bildet. — Eine 
fernere Abweichung von den bei räumlichen Polarcoordinaten 
meist flblichen Festsetzungen besteht darin, dass r nicht absolut 
genommen, sondern als positiv oder negativ betrachtet wird , je 
nachdem der Punkt y, z auf einer oder der andern Seite einer 
durch den angezogenen Punkt gezogenen Linie liegt. In Folge 
dessen variirt q nur zwischen 0 und n. 

Die Umkehrung des Vorzeichens von e hätte sich besser aus 
der einfachen Bemerkung ergeben, dass, wenn eine Vai iable x 
und die dafür substituirte neue Variable p gleichzeitig wachsen 
sollen, dx = dp ist, wo (ifc /i) den absoluten Werth 

von bezeichnet. 

7 u, 6. Zur Ausführung der lutcgration nach r sei 
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Polgeudes bemerkt. Das Resultat dicker Int(\i;ratiüu ist, falls 
der aDgezogeue Punkt ein innerer ist, des halb r -\- r\ weil die 
Massenelemente. die in einem Tlieil der durch a, r gezogenen 
Linie liegen , zu A einen Beiträte von entgegengesetztem Vor^ 
zeichen liefern, wie die in dem andern Theil liegenden Elemente, 
rund ; ' aber haben entgegengesetztes Vorzeichen, während^ 
und q ftlr beide Tlieile der Linie denselben Werth haben. — 
Für äussere Paukte dagegen sind r und r\ die jetzt gleiches 
Vorzeichen liaben, einfach die Grenzen des Integrals nach r. 

Die jetzt übliche Bezeichnung der bestimmten Integrale ist 
erst Yon Fourier eingeführt und kommt daher bei Laplaee, 
Ivory und Gauss nicht vor. 

Art. 2 S. 8* Hier wird stillschweigend vorausgesetzt, dass 
die in Rede stehende Fläche zweiter Ordnung einen Mittelpunkt 
bat. Anf die Flächen ohne Mittelpunkt brauchte deshalb nicht 
eingegangen zu werden, weil die Betrachtung doch auf endliche 
FUchen beschränkt wird. 

Art^ 3 S. 10, Dieser 8atz wird der Satz ge- 

nannt. 

S, 13. Die Formeln fttr die Anziehungscomponenten der 
Rotationsellipsoide erscheinen für m]> 1 in imaginärer Form. 
Die reeUe Form findet sich bei Ivory [S. 48) und Gauss (8.73). 

Art. 5 S, IS u. 16, Dass man bei der Differentiation von 
V (des PoÜentials nach der Bezeichnung von Gauss)^ sowie von 

Bf O nach h oder c keine Rflcksicht darauf zu nehmen 
hat, dass a^h, cm den Grenzen vorkommen, ergicbt sich am 
einfachsten aus dem Satze Uber die Differentiation eines be- 
stimmten Integrals nach einem Parameter, der sowohl in der zu 
integrirenden Function, als in den Grenzen auftritt. 

S. 16, Die Aufstellung der Gleichung (1) bildet einen be- 
sonderen Kunstgriff. Loplace giebt keine Andeutung darüber, 
'Wie er auf diese keineswegs naheliegende Gleichung gekommen 
ist. Von ihrer Richtigkeit kaim man sich durch Ausfährung der 
vorkommenden DiÖerentiatloncn überzeugen. 

Art. 6 S. / V. Die Benutzung der Reihenentwickelung für v 
bildet das hauptsächlichste Bedenken gegen die Zulässigkeit der 
Laplace' sehen Ableitung. Das aus der Reihenentwickelung sich 
ergebende Kesnltat wird auf ein Ellipsoid angewandt, dessen 
Oberfläche durcli den angezogenen Punkt geht, ohne dass unter- 
sucht ist, ob di(; benutzte Reihe filr diesen Fall noch gültig ist. 

S. 20. Das Resultat am Schluss des ersten Absatzes wird 
als Mac-Laurin'aGhQY Satz bezeichnet. 
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Al)]ian<lluiig von Ivory. 

Die der üebersetzung beigefügten Seitenzahlen sind die der 
Originalarbeit, die in den Philosophieal Transactions of the 
Royal Society of London for the year 1809, Part n p. 345 — 
372, enthalten ist. Einige falsche Citate, die sich anf die 
Arbeiten von Laplace beziehen, sowie einige Druckfehler des 
Originals sind in der Uebersetznng verbessert. 

Art, 2 28, y, z sind nicht die Coordinaten eines ganz 
beliebigen Punktes der Oberfläche, sondern eines solchen, fttr 
den X positiv ist. 

Art. 3 S. 2S. Die liier eingeführten Variabciu bezeichnet 
man als Ic o)- y'^clw, Variable. 

S. 32. Das licsultat am Bchluss ist der /cor?/ sehe Satz. 

Art. 4 S. 33. Die Tvorj/ Uchaii Worte könnten zu einem 
Missverstfindniss Anlnss «^eben. Die f'oiitinnität der Function A 
wird nicht unterbrochen, wenn der angezogene Punkt aus dem 
Inneurauui des Eilipsoids in den Aussenrniim tritt. Nur die 
benutzte Keihenentwickelung verliert dann ihre (Ifiltigkeit. 

Gegen die in Art. l gegebene Ableitung der Anziehnngs- 
componenten für einen inneren Punkt hat Gauss mit liecht Ein- 
wendungen erhoben. Liegt der angezogene Punkt auf der Ober- 
fläche des EUipsoids, so convergiren die benutzten Reihen nicht 
mehr; ausserdem verlieren die zweiten partiellen Ableitungen 
von A nach c ydUig ihre Bedeutung. Die YoraussetzungeDi 
auf denen die Ableitung beruht, treffen also für Punkte der 
Oberfläche nicht mehr zu. Trotzdem wird das Resultat ohne 
weiteres auch auf solche Punkte angewandt. 

S. 37. Die Ersetzung von M durch wird am besten da- 
durch gerechtfertigt, dass, wenn man ? und bildet, 

beide Ausdrücke sich nur um Glieder unterscheiden, die bei der 
Integration nach q zwischen den Grenzen 0 und 2;r fortfallen. 
— lliiisklitlich der Vorzeichen von 11 und 7?' vergl. die An- 
merkung zu S. () u. 7 der /.c/y>/ar c;"sclion Arheit. 

iS. /5. Febcr den Zusammenhan;? der Formeln (7) mit den 
ent^^prechenden von Laphfre (8. llj vergl. die Anmerkangen 
zu Dirichlet (S. 117 Z. 4ff). 
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Abhandlaug vou (auss. 

Die Arbeit ist in den OommentationeB societatis regiae scien- 
tiarnm Gottingensis recentiores Vol. II, 1813, erschienen nnd 
im fünften Bande von Gauss^ Werken (Güttingen 1867 wieder 
abgedmekt. Die der Uebersetzung beigefügten Zahlen sind die 
Seitenzahlen der Originalarbeit. Eine Anzeige, die den Ge« 
dankengang der Arbeit kurz skizzirt, hat Gaitss in den Göttinger 
Gelehrten Anzeigen vom 5. April 1813 veröffentlicht (vergl. 
Gauss' Werke V p. 279). 

S. 5S Satz IV. In Artikel 22 der allgemeinen Lehrsätze 
in Bezieliuiic^ auf die im verkehrten Verhältniss des Quadrats 
der Entfernung wirkenden Anzieliungs- und Abstossungskräfte 
(Ostirahr^ Klassiker 2sr. 2) beuicrkt (Jauss, dass der Theil des 
Satzes IV, der sieh auf den Fall eines in der Fliiclie liegenden 
Punktes bezieht, nur insofern richtig ist, als die Stetigkeit der 
Krümmung in dem Punkte nicht verletzt wird. Dieselbe Be- 
merkung ist in Betreff des analogen Falles von Satz YI (S. 61) 
zu machen. 

S. 07 Ar f. 12. Die Yariabeln p, g bezeichnet man als 
Ivory'sche Variable. 

§. 09 Art. 13. In der Kinführuns* der variabeln Axen a, 
d. h. in der Vergleichung confdi aler EUipsoide. liegt ein 
Kunbtgrilf, auf den man nur geführt wird , wenn man den Mac- 
//flim/a'schen Satz 'das Resultat am Sehluss von S. 70) kennt. 

S. 72. Dass das Schlussresultat von Art. 13 der ^Newtofi^ 
sehe Satz genannt wird, ist schon oben bemerkt. 

In einer handschriftlichen Bemerkung, die in Band V von 
Gauss' Werken 8. 285 — 286 abgedruckt ist, bemerkt Gauss, 
dass man durch eine der hier vorgetragenen ähnliche Methode 
auch das Potential V bestimmen kann, d. i. die Summe aller 
Theiiehen des EUipsoids, jedes mit seinem Abstände vom an- 
gezogenen Punkte dividirt. 

Abhandlung von Chasles. 

Die Arbeit ist zuerst in den Comptes rendns YI p. 902 — 9 1 5 
(1838), sodann noohmals in Liouvill^B Journal de Mathömat. 
y p. 465—488 (1840) veröffentlicht. Beide Verdffentlichnngen 
stimmen 2nm gi'ossen Theile wOrtlieh llberein; nnr ist in der 
zweiten die Einleitung sowie dne grössere Zahl von erklären- 
den Anmerkungen und Zusätzen neu hinzugefügt, endlich der 

Ostwald'ä Klassiker. 19. $ 
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Abschnitt 13 geändert. Der Zusätze we^en ist der Text der 
zweiten Veröffeiitlichuno: imsrer Uebcrsctzung zu Grunde gelegt. 
Dabei sind die Anmeikuagen, die C/iaaks als Noten unter dem 
Text giebt, durch kleineren Druck gekennzeichnet. In der 
Uebersetzung sind einige falsche Citate von Chasles sowie ein 
Versehen richtig gestellt. 

Ausser der hier vorliegenden hat Chades nocli drei andere 
grössere Arbeiten ttber die Anziehung der Ellipsoide verölYent- 
licht. Die beiden ersten derselben, im Journal de l'ftcole poly- 
teclin. Bd. XV (Cah. 25, 1837) p. 244—265 resp. 2()fi— 31(5 
erschienen . entwickeln auf analytischem Wege verschiedene 
Folgerungen der Theorie der Anziehung der Ellii)soide. Die 
dritte ist die im Beginn der Einleitung (8. 75, 7G) erwähnte;" 
über dieselbe ist schon 183b der Pnriser Akademie Bericht er- 
stattet (Compt. rend. VI p. SOS , während sie erst in dem 1846 
erschienenen Band IX der Mdmoires preseutes par divers Savants 
zum Abdruck gelangt ist. Sie enthält ebenfalls eine synthetische 
Lösung des Problems, die aber bei weitem nicht so einfach ist 
wie die hier mitgetheilte Lösung. 

Art. 3 77. Eine derartige Beziehung, wie sie zwischen 
den Punkten m nnd m* stattfindet, bezeichnet man als coUinear. 

Art, 7 8. 79. Bei Chasles steht Mschlieh: die nach den 
Goordinaten des Punktes m (statt des Pnnktes S') genommenen 
Ableitungen. 

Art. 7 S. 80. S'p ist nicht die Differenz der beiden Radien 
ms, niiS', sondern um uneudiich Kleines zweiter Ordnung da- 
von verschieden. 

Hier ist für die AnzichungscompoiRiite das auch sonst in 
der Mechanik übliche Vorzeichen gebraucht, späterhin nicht 
mehr. 

Art. 7 S,81. Zu bemerken ist, dass ^ y einen con- 

stanten Werth hat für alle Lagen des Punktes S' in dem von 
der Schale O amschlossenen Kaume. Dagegen ist a' b' c' nur 

dl) * 

constant, falls 8' auf der Fläche A ' bleibt. ^ —f^ bleibt 

daher nur constant, wenn S auf A bleibt. 

Art, 10 S. 83. Die Arbeit von Poisson^ 1833 der Pariser 
Akademie vorgelegt, ist in den Memoiren derselben vom Jahre 
1835 p. 497 veröffentliclit. Darin ist gezeigt, dass die An- 
ziehung, welche eine uneudiich dünne, von ähnlichen EUipsoiden 
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begrenzte Schale auf einen äusseren Pnnkt ausübt, sich in end- 
licher Form darstellen lässt. 

Art. 13 S. 86. Dass mn' = Sn ist, lässt sich folgender- 
maassen beweisen. Die Linie Om (Fig. S. S7) schneide die 
Innenfläche der Sehale in /, so ist 8 t parallel Sm. Die Mitten 
von st und Sm liegen daher mit O in einer Geraden. Ebenso 
aber liegen die Mitten der parallelen Sehnen st und nn' mit O 
m einer Geraden. Daher ist die Mitte von Sm zugleich die 
von nn' . 

SA stehtauf der Aussen fläche der Schale senkrecht und 
kann daher nicht gleichzeitig: auch auf der Innenfläche senkrecht 
stehen. Da jedoch die Schale unendlieh dünn ist, ist *S'^4w 
nur um iiii' iidlich Kleines von eintm Hechten unterschieden. 
Die Gleichung S A — »V// . cos ?iSA ist also bis auf unendlich 
Kleines zweiter Ordnung gennn. 

Die längs der Normale liegende Anziehungscomponente wird 
hier als positiv betrachtet, wenn sie nach innen gerichtet ist. 

Art. 15 S. 91. Hier wird stillschweigend die Voraussetzung 
eingeführt, dass A die grösste Halbaxe des EUipsoids ist. 

Art. 16 iS. 92. Das Resultat am Schluss dieses Artikels ist 
zuerst von Jacohi gefunden (vergl. C 6r.</.«/aco^>'8 Gesammelte 
Werke U p. 22, Berlin 1882). 

Zusatz II S. 95. Dass das Volumen, welches der kleine 
Kegel aus der Kugelschale bei m ausschneidet, sich unendlich 
wenig von dem Volumen v unterscheidet, welches derselbe Kegel 
ans der ellipsoidischen Schale schneidet, ergiebt sich daraus, dass 
die Grundfläche des erstgenannten Volumens als Projeetion der 
Grundfläche von t> betrachtet werden kann, während die Höhe 
von t) Projection der Höhe mn des erstgenannten Volumens ist. 

Abhaudloug von Dirichlet. 

Die Arbeit von Dirichlet^ »lieber eine neue Methode zur 
Bestimmung vielfacher Integrale« betitelt, ist in extenso in den 
Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 1839, 
Berlin 1841 [S. 61 — 79 der maihematiflchen Abhandlungen] 
erschienen. kürzerer Fassung ist dieselbe bereits im Jahre 
1839 in den Berichten der Berliner Akad. 8. 18 — 25 und in 
den Comptes rendus VIII 156 — IGO veröftentlicht ; letztere Ver- 
öft'entlichung ist au eh in Liouville^^ J. de Math. IV 164 — IGS, 
alle drei ferner in DirirJdcf^ Werken, herausgegeben von L. 
Kronecker ^ Bd. 1, Bcriin 1889, abgedruckt. Die Auisatze in 

8» 
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den Berichten und in den Abhandlungen der Berliner Aka- 
demie Btimmen hinslektlieli der auf die Anziehung der Ellip- 
soide bezüglichen TheÜe grösfltentheils wörtlich tiberein. Die 
auslülirliche Arbeit geht ausserdem auf andre AnwendiinLoii des 
discontinnirliclien Factors näher ein, welche hier, da das vor- 
liegende lieft lediglich der Anziehuii- d«r Ellipsoide gewidmet 
ist, als zu fern liegend bei Seite gelassen werden mussten. Es 
erschien in Folge dessen als zweckmässig, die Arbeit in der 
Form zum Abdruck zu bringen, wie sie in den Berichten ver- 
öffentliclit ist, mit Fortlassuug des Schlusses, der sich nicht auf 
die Anziehung der Ellipsoide bezieht. Duelt sind hier mehrere der 
ausführlichen Arbeit entnommene ZnScätze hinzugefügt, von denen 
zwei kürzere in den Text aufgenommen sind [p. 101 Z. 5 — (i, 
p. 102 Z, 12 — 10: diese Zusätze sind diireh Einklammern als 
solche kenntlich gemacht], diei weitere dagegen an den Schluss 

gestellt. An Stelle von V— 1 des nrsprttngliehen Dmekes ist 
hier überall i gesetzt. 

Eine Ableitung der von Dirichlet benutzten Halfsformeln 
findet man in allen besseren Lehrbüchern der Integralrechniing, 
z. B. in Serrefs »Conrs de ealcul difft^r. et int^g.« 2. ^dit., 
1879^1880, T. II, Gh. III, wie auch in Cr. F. Meyer'B »Vor- 
lesungen Aber die Theorie der bestimmten Integrale« (auf Grund 
von DirichM% Vorlesungen fiber denselben Gegenstand bear- 
beitet), Leipzig 1871. 

S. 101. Die Formel 1) ist zwar von Etder aufgestellt, aber 
erst von Poiaaon bewiesen. 

S. WS. Fflr den Fall 6'=: o und zugleieh p=^2 fahrt die 

Substitution =^ Integral , das keine Bedeutung 

mehr hat. In Folofc dessen kann die Formel, welche durch die 
erwähnte iSubstiditien entsteht, für p - - 2 zur Berechnung des 
Potentials des Kllipsoids nicht benutzt werden. Wohl aber 
können auch für den Fall p~2 die Auziehungscomponeiitea 
aus jener Formel ermittelt werden, da man zuerst nach a ditie- 
rentiiren und dann Jen« Sul >t itutiun anwenden kann. 

S. lOi Z.O. Die iinkr Seite dieser Gleichung nimmt für 
p = 2 die unbestimmte Form F [0] sin .0) ~ oo . 0 an. Geht 
man indessen zu dem vorhergehenden Integral zurdck, so wird 
der reelle Theil desselben 

cos (Sq>) sin fp • ; 
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der Werth dieses Integrals aber stimmt für S<i l mit der linken 
Seite unsrer Gleichung , falls man darin p = 2 setzt, überein 
und iat zugleich für xS'> l Null. 

-6. Z. 14. Die bei Dirichlet auftretende Form der 
Auziehungscomponenten hat den Vortheil, dassder entsprechende 
Ausdruck für das Foteutial in Bezug auf die drei Axen djmmo- 
trisch ist. Die Form der Anziehungscomponeuten bei Gauss 
dagegen, die mit der bei T^place und Chcfslea vorkommenden 
Form identisch ist, eignet sieh zur iieihenentwickelung nach 
Potenzen der Excentricitäten. Durch die Substitution 



V 



geht die eine Form in die andre über, während die /rory*schen 
Formeln sich aus den G^ii^tf'sehen durch die Sabstitntion 

k = — ergeben. 

S. 106 2kt8atz IL Bei der Bestimmung des Potentials (der 
Name ist erst 1840 von Gau9S eingeführt] ist der reelle Theil 
des Integrals 

zu ermitteln. DiflTerentiirt man nach 8. so wird gleich dem 

Integral, dessen reeller Theil 8. 104 bestimmt ist. Integrirt 

man dann nach aS', bestimmt die Integrationsconstante mittels 
der Gleichung [Meyer ^ Vorlesungen Ö. ISb] 



und benutzt eine bekannte Eigenschaft der T-Functionen , so 
ergiebt sich das Resultat. Die Ableitung setzt ausdrücklich 

voraus, dass p > 2 ist. Der Fall p — 1 crg-iebt sich am ein- 
fachsten, wenn man zunächst p = 2 + e setzt und e abnehmen 
lässt. 

6'. 106 Zusatz HL Obwohl dieser Znsatz, den Dirichlet 
erst während des Druckes der ausführüclieren Arbeit hinzu- 
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gefügt hat, nur ein Kesnltat ohne Ableitung mittheilt, erschien 
er doch von hinreichendem Interesse, um ihn hier mit abzu- 
drucken. Die von Dirirhiet angedeutete Rednction, über die er 
sell)st nichts weiteres veröffentlicht hat, ist von Mertens [CreUt^ 
Borrhardi, J. f. Math. LXIII. ISfU^ ausgeführt. Einen Auf- 
druck für das Potential zweier heterogtMien Ellipsoide hat La^ 
guerre in den Uomptes rendus Uli, ibbti, mitgetheilt. 

Halle a. B., September 1890. 

A. Wangerin. 
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